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Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist es, die Ausbreitung der energiereichen geladenen
Teilchen in den elektromagnetischen Feldern des interplanetaren Raumes zu untersuchen und
daraus Riickschliisse auf die Streueigenschaften des interplanetaren Mediums in der inneren
Heliosphére zu ziehen. Die fiir diese Untersuchungen herangezogenen in-situ-Messungen wur-
den mit Experimenten durchgefiihrt, die von Satelliten, welche als Mefplattformen dienen, in
den interplanetaren Raum getragen wurden. Dabei sind besonders die Messungen des Kieler
Experiments zur Kosmischen Strahlung auf den HELIOS-Satelliten von Bedeutung.

Die Kosmische Strahlung ist zuerst von GOCKEL (1910-1911) und dann von HEss (1911-
1912) als sogenannte Hohenstrahlung mit Ballonexperimenten in der Erdatmosphére gemes-
sen worden. HESS fiel dabei auf, dafl die Intensitét der Hohenstrahlung mit der Hohe zunimmt.
Heutzutage ist bekannt, daf es sich bei der von HESS gemessenen Hohenstrahlung um die Se-
kundérstrahlung der Kosmischen Strahlung handelt, die entsteht, wenn die Primé&rstrahlung
auf die Erdatmosphiére trifft und es zu vielfdltigen Wechselwirkungen kommt. Ist man also
an der unverfilschten Primérstrahlung interessiert, dann mufl man die Messungen auflerhalb
der Erdatmosphére durchfiihren.

Die von dem Kieler Experiment gemessenen energiereichen geladenen Teilchen (Elektro-
nen, Protonen und a-Teilchen) haben Energien, die im MeV-Bereich (eV = Elektronenvolt)
liegen. Es handelt sich dabei im wesentlichen um die sogenannte solare Komponente der
Kosmischen Strahlung, die aus Teilchen besteht, welche von der Sonne kommen und in der
hohen Sonnenkorona oder bei Wechselwirkungsprozessen im interplanetaren Raum beschleu-
nigt werden. Im Gegensatz dazu gibt es noch die sehr energiereiche galaktische Kosmische
Strahlung, welche Energien von bis zu 10'® MeV erreichen kann und ihren Ursprung au8erhalb
unseres Sonnensystems hat.

Die hier zu untersuchende solare Komponente der Kosmischen Strahlung darf nicht mit
dem Sonnenwind verwechselt werden, der sich aus Teilchen zusammensetzt, die radial von der
Sonne abstromen. Diese Teilchen haben ihren Ursprung in der hydrodynamischen Expansion
der Korona der Sonne (siche PARKER [1958]), wo das Plasma stark aufgeheizt und dadurch
auf so hohe Energien beschleunigt wird, daf} es in den interplanetaren Raum abstrémen kann.
Typisch sind dabei zwei Sonnenwindstrome: der “langsame” Sonnenwind (mit Geschwindig-
keiten von 300 km/s bis 400 km/s), der bevorzugt aus den dquatorialen Regionen der Sonne
abstromt, und der “schnelle” Sonnenwind (500 km/s bis 800 km/s), der bevorzugt aus den
polaren Regionen entweicht (vgl. SCHWENN [1991]). Da die Teilchen des Sonnenwindes im
Koordinatensystem der Ekliptik in guter Ndherung radial nach auflen strémen und sich die
Sonne gemaf ihrer Winkelgeschwindigkeit wg weiterdreht, liegen die von einem bestimm-
ten Ort auf der Sonne nacheinander gestarteten Teilchen zu einem bestimmten Zeitpunkt
auf einer Archimedischen Spirale. Beim Abstromen in den interplanetaren Raum trégt der
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A klein A| grofl

Abbildung 1: Verschiedene Situationen fiir die Teilchenausbreitung entlang der Archimedi-
schen Spirale des mittleren Magnetfeldes mit iiberlagerten Magnetfeldfluktua-
tionen unterschiedlicher Stérke sind dargestellt: starke Streuung (links), schwa-
che Streuung (Mitte) und abwechselnd schwache und starke Streuung (rechts)
(nach WIBBERENZ [1991], S. 57).

Sonnenwind Feldlinien des Sonnenmagnetfeldes mit sich (magnetohydrodynamisches Prinzip
der eingefrorenen Magnetfeldlinien), so dafl das interplanetare Magnetfeld nahe der Ebene
der Ekliptik die Form eines durch einen rotierenden Rasensprenger geformten Wasserstrahls
annimmt (Archimedische Spirale).

Entlang dieses mittleren Magnetfeldes breiten sich nun die Teilchen der solaren Kom-
ponente der Kosmischen Strahlung aus und treten dabei in Wechselwirkung mit den dem
mittleren Magnetfeld iiberlagerten Magnetfeldfiuktuationen. Diese Wechselwirkung kann in
idealisierter Weise als diffusiver Prozel beschrieben werden, da die Teilchen an den Magnet-
feldfluktuationen “gestreut” werden kénnen. Fithrt man eine mittlere freie Weglidnge A ein,
so kann man je nach Stiarke der Magnetfeldfluktuationen unterschiedliche Fille voneinan-
der unterscheiden. Ist die Stirke der Magnetfeldfluktuationen grofl; d. h. die mittlere freie
Weglinge A klein, dann kann man sich die Struktur des Magnetfeldes wie in Abbildung 1
(links) vorstellen. Der entgegengesetzte Fall ist in der Mitte der Abbildung 1 zu erkennen: Die
Magnetfeldfluktuationen sind schwach, die mittlere freie Weglédnge ist somit grof3. Schlieflich
ist noch als dritter Fall denkbar, dafl sich Bereiche starker Streuung mit solchen schwacher
Streuung abwechseln. Dies kann sowohl innerhalb einer Flufirohre als auch zwischen zwei
verschiedenen Flufirohren geschehen (siehe Abbildung 1 (rechts)).

Da die Teilchen entlang der in Abbildung 1 eingezeichneten Magnetfeldlinien fliegen,
kann man sie als Sonden verwenden, um die Eigenschaften des Ausbreitungsmediums zwi-
schen Quelle und Beobachter zu erforschen. Ein einziges Teilchen wire dabei wenig hilfreich;
betrachtet man jedoch die gemessene differentielle Intensitét der Teilchen, so erhélt man un-
ter anderem Information {iber die Winkelverteilung und kann daraus Riickschliisse auf die
Streueigenschaften des Ausbreitungsmediums ziehen. Dazu vergleicht man die gemessenen



Winkelverteilungen mit den Winkelverteilungen, die man aus einem theoretischen Ausbrei-
tungsmodell fiir vorgegebene Ausbreitungsbedingungen erhélt.

Leider ist dieses theoretische Ausbreitungsmodell in Form einer partiellen Differential-
gleichung (PDGI) formuliert, deren Losungen fiir allgemeine Ausbreitungsbedingungen nicht
bekannt sind. Aus diesem Grund miissen die Losungen der PDGI auf numerischem Wege
berechnet werden. Die hier zu l6sende PDGI ist jedoch schon recht kompliziert, so dafl grofie
Sorgfalt auf die numerischen Losungsmethoden verwendet werden muf}, da von der Appro-
ximationsgenauigkeit der numerischen Losungen die physikalische Interpretation der gemes-
senen Winkelverteilungen unmittelbar abhéngig ist. In diesem Zusammenhang stellt sich die
prinzipielle Frage, welche Information beziiglich der Ausbreitungsbedingungen aus den durch
den MefiprozeB nur eingeschréankt zu ermittelnden Winkelverteilungen iiberhaupt gewonnen
werden kann.

Betrachtet man die theoretischen Streumodelle, die aus den gemessenen Magnetfeldfluk-
tuationen die mittlere freie Wegldnge Aty vorhersagen, so ergibt sich zu der aus den ge-
messenen Winkelverteilungen der Teilchen bestimmten mittleren freien Wegldnge Aprr eine
Diskrepanz. Dabei ergeben sich im wesentlichen drei Probleme (sieche BIEBER ET AL. [1994];
DROGE [1994)):

1. Es existiert eine Diskrepanz von im Mittel einem Faktor 10 zwischen Ay und Aprp bei
~ 20 MeV-Protonen (magnitude-problem).

2. Eine realistische Streutheorie mufl nicht nur systematisch grofere Werte von Ay liefern,
sondern auch die Beobachtung erkliren, daf bei manchen solaren Ereignissen! gar keine
und bei anderen eine Diskrepanz von bis zu einem Faktor von 20 bis 30 zwischen den
Werten von Aty und Aprr auftritt (variance-problem).

3. Die Steifigkeitsabhéingigkeit (Steifigkeit = Impuls pro Ladung) der mittleren freien
Weglidnge bei Elektronen und Protonen mufl korrekt beschrieben werden (flatness-
problem).

Da die theoretischen Streumodelle nicht nur die mittlere freie Weglénge berechnen, son-
dern auch die Abhéingigkeit der Streuung von dem eingeschlossenen Winkel zwischen der
Ausbreitungsrichtung des Teilchens und der Richtung des Magnetfeldes (Pitchwinkel), ist es
besonders interessant, die Form dieses sogenannten Pitchwinkelstreukoeffizienten (PWSK)
aus den gemessenen Winkelverteilungen zu bestimmen.

In dieser Arbeit soll nicht versucht werden, das oben genannte Diskrepanzenproblem zu
l6sen — dies kann nur durch die Modifikation der theoretischen Streumodelle geschehen;
es geht vielmehr darum, zusétzliche Information aus den gemessenen Winkelverteilungen
zur Verfiigung zu stellen. Mit den aus den Messungen der Winkelverteilungen bestimmten
PWSKs sollte es moglich sein, verschiedene theoretische Streumodelle zu bestétigen bzw.
auszuschliefen. Inwieweit jedoch die durch den Mefprozel nur begrenzt bestimmbaren Win-
kelverteilungen dies gestatten, bleibt zu iiberpriifen.

!Die Teilchen der solaren Komponente der Kosmischen Strahlung werden nicht kontinuierlich in der hohen
Sonnenkorona erzeugt, sondern besonders bei sogenannten solaren Ereignissen beschleunigt, die am Mefort
in der Regel zu einer ausreichenden Zihlstatistik fithren, so daf§ die Auswertung der Winkelverteilungen nur
wahrend der solaren Ereignisse stattfinden kann.
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Besonderer Wert wird in dieser Arbeit darauf gelegt, eine Methode zu entwickeln, die
einerseits keine analytischen Naherungslosungen der PDGI des theoretischen Ausbreitungs-
modells verwendet, andererseits aber trotzdem eine effiziente Bestimmung der mittleren freien
Weglinge und der Form des PWSK gestattet. Die hier gemachten Aussagen iiber die Streu-
eigenschaften des interplanetaren Mediums sollen sich dabei auf die Auswertung moglichst
vieler solarer Ereignisse stiitzen, damit statistische Aussagen moglich sind.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definition physikalischer Begriffe und Groéflien

1.1.1 Der Pitchwinkel

Das einfachste Bild, welches man sich von einem Plasma machen kann, besteht in der Vorstel-
lung, daf} die einzelnen Plasmateilchen unabhéngig voneinander den Wirkungen vorgegebener
elektrischer und magnetischer Felder E und B ausgesetzt sind und durch ihre Bewegungen
diese Felder nicht beeinflussen (Einteilchenbild). Dies trifft auf die hochenergetischen Teil-
chen der Kosmischen Strahlung wegen ihrer geringen Teilchendichte im allgemeinen zu. Die
Bewegungsgleichung einer Ladung im elektromagnetischen Feld lautet

d
P _ J(E+vxB) (1.1)
dt
mit p = Impulsvektor des Teilchens
v = Geschwindigkeitsvektor des Teilchens
q = Ladung des Teilchens

Vernachlassigt man das elektrische Feld, so ergibt sich fiir den Spezialfall eines statischen
homogenen Magnetfeldes und einer Teilchenbewegung senkrecht zum Magnetfeld eine Kreis-
bahn mit dem Gyrationsradius rqy,. Der Geschwindigkeitsvektor vay, liegt dabei immer tan-
gential zum Kreis und bleibt vom Betrag her konstant. Uberlagert sich dieser Kreisbewegung
eine Geschwindigkeitskomponente v parallel zum Magnetfeld, so wird aus der Kreisbahn
eine schraubenférmige (helixformige) Bewegung um die Magnetfeldlinie. Fiir das statische
homogene Magnetfeld 148t sich somit die Teilchengeschwindigkeit v allgemein in die beiden
Komponenten

V)| & cos() - v und VGyr of sin(?) - v (1.2)

zerlegen; der eingeschlossene Winkel ist der Pitchwinkel ¥ (Anstellwinkel). Allgemein kann
der Pitchwinkel folgendermaflen definiert werden:

Der Pitchwinkel 1 ist der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsrichtungsvektor é, und
dem Magnetfeldrichtungsvektor ég. Fiir das Skalarprodukt dieser Vektoren gilt

1 o cos(¥) = éy - ép (1.3)
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wobei p als Pitchkosinus bezeichnet wird.
Desweiteren ergibt sich fiir den Gyrationsradius rgy, des Teilchens

def PGyr _ psin(V)
pr— — ].-4
"o =B qB (L4)
mit p = Betrag des relativistischen Impulses

pGyr = Projektion des Impulses senkrecht zum Magnetfeld

und die Gyrationsfrequenz wqy, des Teilchens

Wayr = (1.5)

mit By = mittlere magnetische Flufidichte
mgo = Ruhemasse des Teilchens
~ = Lorentz-Faktor

Betrachtet man die Trajektorie eines geladenen Teilchens im Magnetfeld, so ist diese nur
von den Randbedingungen, dem Vorzeichen der Ladung und der magnetischen Steifigkeit P

des Teilchens
def Ymoue  Bove

|C]| B WGyr

(1.6)

abhiingig.! Wie schnell ein Teilchen eine bestimmte Trajektorie durchliuft, hingt allerdings
von der Geschwindigkeit v ab. Die magnetische Steifigkeit wird in MV angegeben.

1.1.2 Die differentielle Intensitit

Die Mefigrofe, die durch die in-situ-Messungen im interplanetaren Raum gewonnen wird, ist
die differentielle? Intensitit I. Thre Definition lautet:

I(x,E,n,t)dEdtdQdo 4 Zahl der Teilchen in dem Energieintervall von E bis £+ dFE,

die im Zeitintervall von ¢ bis t+ dt aus der Richtung 7 einfal-
lend den Raumwinkel df2 und die darauf senkrechte Fliche
do an dem durch den Ortsvektor x festgelegten Raumpunkt
durchsetzen.

Teilchen Anzahl

dim T = 1
m Energie - Zeit - Raumwinkel - Fléiche 1] MeV - s - st - cm?

'Dafl die Lichtgeschwindigkeit ¢ in dieser Definition vorkommt, ist ein Relikt aus der Zeit, in der es noch
iiblich war, die Lorentz-Kraft im Gaufischen Maflsystem anzugeben
dp v
— =q(— xB 1.7
P —y(CxB) (17)
in dem die elektrische Feldstdrke E und die magnetische FluB3dichte B die gleiche Dimension haben.
2Das Adjektiv “differentiell” steht fiir die Eigenschaft, daf die Intensitit in dem Energieintervall [E, E+ dF)
Zu messen ist.
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Die Intensitét ist somit von der Richtung n abhéngig und hat die Bedeutung einer Win-
kelverteilung. Mittelt man die Intensitét iiber alle Richtungen, so erhélt man die omnidirek-
tionale Intensitit

F(x,p,p) o IO B0 ﬁ//[(x,E,ﬁ,t)dQ (1.8)

[[ dQ

Ist die differentielle Intensitéit unabhéngig von der Richtung 7, so nennt man die Winkelver-
teilung isotrop, und es gilt I(n) = I fiir alle 7.

Die differentielle Teilchendichte ist eine weitere Grofie, die mit der differentiellen Intensitét
eng verbunden ist. Thre Definition lautet:

Ug (x, E,t)dE d3z 4 Zahl der Teilchen aus dem Energieintervall von E bis E +
dFE, die sich gleichzeitig im durch den Ortsvektor x gekenn-
zeichneten Volumenelement d3z befinden.

Teilchen Anzahl

dim U = Energie - Volumen [Uk] = MeV - cm3

(1.9)

Die differentielle Teilchendichte Ug ist mit der differentiellen Intensitét tiber folgende
Gleichung verkniipft:

Us (x, E,t) = %//I(X,E,ﬁ,t) a0 (1.10)

worin v die Teilchengeschwindigkeit bezeichnet.

1.1.3 Die Anisotropie

Bevor die Grofle der Anisotropie eingefiihrt werden kann, ist noch die differentielle Teilchen-
stromdichte Sg zu definieren. Ihre Definition lautet:

Sk (x, E,t)dEdtde ¥ dEdtdo //I(X,E,ﬁ,t)ﬁ - dQ (1.11)
) Teilchen Anzahl
dim Sp = Energie - Zeit - Fliache [Se] = MeV - s - cm?
Die Teilchenstromdichte ist eine gerichtete Grofie
SE (X,E,t) = |SE (X,E,t)| -§0 (1.12)

die im Fall einer anisotropen Verteilung einen Nettoflu} von Teilchen in eine Vorzugsrichtung
50 anzeigt. Ist die Verteilung um eine Achse symmetrisch (z. B. eine gyrotrope Verteilung,
die nur vom Pitchwinkel ¢ abhéngt), so vereinfacht sich die Teilchenstromdichte zu:

+1

St (x,E,t) =27 /I(x, E u,t)pudy - ép (1.13)
-1
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Der Pitchkosinus i projiziert dabei die differentielle Intensitéit auf die Richtung des Magnet-
feldes ép, so daf die Teilchen entsprechend ihrer Geschwindigkeitskomponente v)| entlang des
Magnetfeldes zum Teilchenstrom beitragen.

Die Anisotropie A einer Verteilung gibt nun ein Maf fiir das Verhéltnis von gerichteter
Stromung Sy zu der Stromung, die man erhélt, wenn sich alle Teilchen in einem Volumen-
element der Teilchendichte Uy gleichformig mit der Geschwindigkeit v/3 bewegen:

Ax Et) ¥ ?;%’ 4 (1.14)
Die Anisotropie ist eine vektorielle Gréfle der Dimension 1. Thr Betrag kann Werte zwischen
null (isotrope Teilchenverteilung) und drei (vollstindig gebiindelte Teilchenstrémung) anneh-
men.?

Fir gyrotrope Verteilungen (siche Abschnitt 1.3.1) nimmt die Anisotropie die Richtung
des Richtungsvektors des Magnetfeldes ég an, da die geladenen Teilchen sich nur entlang der
Magnetfeldlinie ausbreiten. Es ist daher iiblich, die Anisotropie nur mit ihrem vorzeichen-
behafteten Betrag anzugeben, wobei das Vorzeichen dariiber Auskunft gibt, ob die Teilchen
in Richtung des Magnetfeldes (+) oder entgegengesetzt dazu (—) stromen. Fiir gyrotrope
Verteilungen, d. h. Pitchwinkelverteilungen, vereinfacht sich die Gleichung (1.14) zu:

+1

JI(x,E,p,t)pdp
—1 ~
= . ép (1.15)

[ I(x,E, pt)du
-1

A(x,Et) =3

1.2 Das Meflinstrument

Die Raumsonden HELIOS 1 (HELIOS A) und HELIOS 2 (HELIOS B), ein deutsch-ameri-
kanisches Raumfahrtprojekt, wurden am 10.12.1974 bzw. am 15.01.1976 in elliptische Um-
laufbahnen um die Sonne gebracht. Diese elliptischen Umlaufbahnen fithrten HELIOS 1 al-
le 190 Tage bis auf 0.31 AU und HELIOS 2 alle 185 Tage bis auf 0.29 AU an die Sonne
heran (Perihel).* In den sonnenfernsten Punkten der Umlaufbahnen (Aphel) betrugen die
Abstéande 0.98 AU. Dabei lieferte HELIOS 1 bis 1986 und HELIOS 2 bis 1980 Messungen,
womit die HELIOS-Satelliten weit iiber die zunéchst geplante Missionsdauer funktionstiichtig
waren und wertvolle Daten iiber die physikalischen Eigenschaften des interplanetaren Medi-
ums im inneren Sonnensystem und zur direkten Beobachtung der Sonnenatmosphére ge-
liefert haben. Eine genaue Beschreibung aller Experimente befindet sich in der Zeitschrift
RAUMFAHRTFORSCHUNG [1975], eine Beschreibung der wissenschaftlichen Ergebnisse bis et-
wa 1989 in SCHWENN AND MARSCH [1990, 1991]. Fiir diese Arbeit werden aber nur die
Daten des Plasma-Experiments (E1) unter der Leitung von H. Rosenbauer und R. Schwenn,
des Forstersonden-Magnetometers I (E2) unter der Leitung von G. Murmann und F. M. Neu-
bauer und des Kieler Experiments zur Kosmischen Strahlung I (E6) unter der Leitung von

3Dabei ist es ohne Bedeutung, ob die Anisotropie der differentiellen Intensitit oder der in Abschnitt 2.1
eingefiihrten Phasenraumdichte berechnet wird (vgl. GREEN [1992], S. 8f.).

AU = astronomical unit bzw. AE = Astronomische Einheit: die mittlere Entfernung der Erde von der
Sonne. Die Astronomische Einheit ist 1976 von der Internationalen Astronomischen Union auf den Wert von
149597 870 km ~ 150 - 10° km festgelegt worden.
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Kanal | Energiebereich | Steifigkeit | 14 (5
(MeV /Nukleon) (MV) ©)  (©)
E03 1 14 14.5 29
EO08 2.5 3.0 14 28
P4 4 - 13 112 17 26
P13 13 — 27 187 17 26
P27 27 — 37 245 17 26
A2 2 — 4 138 17 26.5
A4 4 — 13 225 17 26
Al3 13 — 27 371 17 26

Tabelle 1.1: Die sektorierten Energiekanéle des E6-Experiments, die in dieser Arbeit zur Aus-
wertung kommen, sind mit ihren Energieschwerpunkten (Elektronen (E)) bzw.
Energiebereichen (Protonen (P) und a-Teilchen (A)), mit ihrer Steifigkeit und
ihren Empfindlichkeitsfunktionen (siehe Gleichung (1.16)) aufgelistet.

H. Kunow und G. Wibberenz verwendet. Die Experimente lieferten unter anderem die folgen-
den physikalischen Parameter, die fiir die Auswertung in dieser Arbeit von Bedeutung sind:
die Sonnenwindgeschwindigkeit vy (E1), die Richtung des Magnetfeldes ég (E2) und die
energiereiche Kosmische Strahlung in unterschiedlichen Energiebereichen (E6). Es handelt
sich dabei um Elektronen, Protonen und «-Teilchen, die zum Teil eine Richtungsauflosung
von acht Sektoren mit einer Breite von je 45° haben.

Das Detektorteleskop besteht aus fiinf Halbleiterdetektoren und einem Saphir als Ceren-
kov-Detektor (siche KuNow ET AL. [1975, 1981]). Ein Antikoinzidenzszintillator, der den
Detektor zylindrisch umgibt, wirkt als aktiver Kollimator. Er stellt sicher, dal Teilchen, die
seitlich in das Detektorsystem einfallen, nicht weiter ausgewertet werden. Treffen die Teilchen
jedoch von vorne auf den Detektor, so werden sie aufgrund des Energieverlustes und der dar-
aus resultierenden Ladungen bzw. der Photonen, die im Cerenkov-Detektor induziert werden,
ausgewertet. Die Blickrichtung des Detektorteleskops ist dabei senkrecht zur Spin-Achse und
rotiert mit einer Umlaufperiode von einer Sekunde in der Ebene der Ekliptik. Grobe Energie-
bereiche, die sich durch die Dicke der Detektoren und Absorber ergeben, sind in Tabelle 1.1
fiir die Energiekanéle der Protonen und a-Teilchen angegeben. Die Energieschwerpunkte der
Kanaile der Elektronen sind wegen der Vielfachstreuung der Elektronen mit Hilfe von numeri-
schen Simulationen (siehe BIALK [1991], S. 134) bestimmt worden und weichen von den sich
aus der Dicke der Detektoren ergebenden Werten ab. Die sich aus den Energiebereichen bzw.
Energieschwerpunkten der einzelnen Kanile ergebenden mittleren Steifigkeiten sind ebenfalls
in der Tabelle aufgefiihrt. Desweiteren sind fiir jeden Energiekanal zwei Parameter 11 und
1o aufgefiihrt, die es gestatten, die vom Einfallswinkel ¢ abhéngige Empfindlichkeitsfunk-
tion® ndherungsweise zu beschreiben. Die Empfindlichkeitsfunktion g(1)) wird dabei durch
ein gleichschenkliges Trapez angendhert, dessen Symmetrieachse mit der Symmetrieachse des

5Die Empfindlichkeitsfunktion wurde fiir die Kanile der Protonen und a-Teilchen aus der Geometrie des
Detektorteleskops unter Verwendung der “Schattenmethode” (siehe SULLIVAN [1971]) analytisch bzw. nume-
risch berechnet. Fiir die Kanéle der Elektronen wurden hingegen numerische Simulationsberechnungen der
Empfindlichkeitsfunktion verwendet (private Mitteilung von HEBER).
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Detektorteleskops zusammenfillt:

1 fir 0< <y
g) =CQ #2585 fir Y <y <y (1.16)
0 sonst

Im folgenden Abschnitt werden die so angendherten Empfindlichkeitsfunktionen fiir die Re-
konstruktion der Pitchwinkelverteilungen aus den sektorierten Meflwerten benotigt.

AbschlieBend muf noch darauf hingewiesen werden, da es zum Ubersprechen der Pro-
tonen in die Elektronenkanéle und der Elektronen in die Protonenkanéle kommen kann. Die
Stiirke des Ubersprechens ist dabei stark abhiingig vom Verhéltnis der Protonen zu den Elek-
tronen bzw. der Elektronen zu den Protonen (Né&heres hierzu siche BiaLk [1991]). Ist ein
Ubersprechen bei einem Ereignis offensichtlich, so wurde im Anhang E der solaren Ereignisse
eine entsprechende Bemerkung vorgenommen.

1.3 Die Pitchwinkelverteilung

1.3.1 Winkelverteilungen

Die differentielle Intensitdt I ist im allgemeinen vom Hohenwinkel ¢ und vom Azimutwin-
kel ¢ abhéingig. Nur unter der Annahme, dafl die Teilchen gyrotrop um eine gemeinsame
Achse gyrieren und dafi das Koordinatensystem so gewéhlt wurde, dafl die z-Achse mit der
Gyrationsachse zusammenfallt, kénnen Winkelverteilungen ausschlieflich mit dem Hohen-
winkel ¢ (Pitchwinkel) beschrieben werden. Die Bedeutung des Wortes gyrotrop liegt darin,
dafl die Teilchen in jedem Intervall [p, p + d¢| des Azimutwinkels gleich hiufig anzutreffen
sind. Diese Niherung ist zu rechtfertigen, da die stochastisch auftretenden Anderungen des
Azimut- und des Pitchwinkels (siehe Abschnitt 2.1.2) zu einer gleichm#Bigen Verteilung im
Azimutwinkel ¢ fiihren. Dennoch gibt es auch Effekte, die einer gyrotropen Winkelvertei-
lung entgegenwirken. Dazu gehoren der Compton-Getting-Effekt (siehe Abschnitt 4.2.2) und
starke rdumliche Gradienten sowohl der Teilchendichte als auch des Magnetfeldes. Fiir die
hier betrachteten energiereichen Teilchen im inneren Sonnensystem sind diese Effekte jedoch
gering, so daf} im folgenden von gyrotropen Verteilungen ausgegangen werden kann. Diese
gyrotropen Winkelverteilungen geben Information iiber die Hiufigkeit, mit der ein bestimm-
ter Pitchwinkel ¢ im Intervall [9,9 4+ di] anzutreffen ist, und werden im allgemeinen als
Pitchwinkelverteilungen (PWVs) bezeichnet.

1.3.2 Die Symmetrieachse

Betrachtet man zunichst die Sektorverteilung, d. h. die acht Mefiwerte, die sich fiir die 45°
breiten Sektoren ergeben, so konnen diese in einer Fourierreihe bzw. einem trigonometri-
schen Polynom entwickelt werden, so daf§ man eine kontinuierliche Umlaufwinkelverteilung
I(«v) erhilt (siche GREEN [1992], S. 9ff.; HAaTzKy [1993], S. 24ff.). Im idealisierten Fall
gyrotroper PWVs stimmen die Magnetfeldrichtung ég und die Symmetrieachse der PWVs
iiberein, so daf} auch die Projektion der Magnetfeldrichtung & und die der Symmetrieachse ag
auf die Sektorebene iibereinstimmen miissen. In der Praxis ist jedoch eine perfekte Symme-
trie der PWVs nicht zu erwarten, so dafl nur von einer Achse grofiter Symmetrie gesprochen
werden soll, deren Projektion auf die Sektorebene durch den Winkel a festgelegt ist. Mochte
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man nun aus der durch ein trigonometrisches Polynom beschriebenen Umlaufwinkelvertei-
lung die Achse grofiter Symmetrie ermitteln, so ist es sinnvoll, sich die Eigenschaft zunutze
zu machen, dafl der punktsymmetrische Anteil beziiglich einer beliebigen Achse « durch
die Sinuskoeffizienten b,, beschrieben wird. Dieser punktsymmetrische Anteil ist im Gegen-
satz zum achsensymmetrischen Anteil nicht mit einer PWYV in Einklang zu bringen. GREEN
[1992], S. 17 und HATZKY [1993], S. 38, definieren daher ein Ma$ fiir die Unsymmetrie, das
auf dieser Eigenschaft beruht:

A
Ula) < = mit o € [0,27] (1.17)
ag + kgl (a? () + bi(a))

Wie man erkennt, ergibt sich fiir den Idealfall einer perfekten Symmetrie beziiglich einer
Achse aq eine identisch verschwindende Unsymmetrie U(ag) = 0, da die b,-Koeffizienten
dann identisch verschwinden. Der aus der Summe der Quadrate der Kosinus- und Sinusko-
effizienten a,, und b,, bestehende Divisor dient zur Normierung der Unsymmetrie, so daf} die
Unsymmetrie U eine positive Gréfie mit dem Wertebereich [0, 1] ist. Zudem ist sie in dem
Intervall « € [0, 27] periodisch, da die Symmetrieachse keinen Richtungssinn aufweist. Mit
Hilfe von Intervallschachtelung (siche HATZKY [1993], S. 39ff.) kann man numerisch das glo-
bale Minimum der Unsymmetriefunktion U(«) und damit die Achse grofiter Symmetrie ag
fiir eine vorgegebene Umlaufwinkelverteilung bestimmen.

Im folgenden wird anhand des solaren Ereignisses vom 8. Juni (doy® 149) 1980 auf HELI-
OS 1 (siche KALLENRODE AND WIBBERENZ [1991]) die Unsymmetrie U(«ag) und die Achse
grofiter Symmetrie g im zeitlichen Verlauf untersucht. Dieses Ereignis bietet sich aus ver-
schiedenen Griinden fiir die Bestimmung dieser Gréflen an:

Zum einen sprechen technische Griinde dafiir, da die Ubertragungsrate in diesem Zeitraum
sehr hoch ist, so dafl die Sektorzéhlraten der einzelnen Kanile in einer Zeitauflosung von
54 Sekunden vorliegen. Dies ist, verglichen mit der sonst iiblichen Zeitauflésung der Daten
von 15 Minuten sehr hoch.

Zum anderen sind aber auch sehr giinstige physikalische Bedingungen zu verzeichnen.
Der HELIOS 1-Satellit befindet sich bei einem radialen Abstand von nur 0.31 AU, so daf} die
PWVs, die, kurz nachdem die Teilchen in der unmittelbaren Umgebung der Sonne injiziert
worden sind, von dem E6-Experiment gemessen werden (Anfangsphase des solaren Ereignis-
ses) sehr gebiindelt sind (eine Erkldrung hierfiir wird in Kapitel 2 gegeben).

Ein weiterer giinstiger Umstand ist die Tatsache, daf§ es sich um insgesamt vier Injek-
tionen handelt, die innerhalb von einigen Stunden von einem aktiven Gebiet auf der Sonne
in den interplanetaren Raum entlassen werden. Drei dieser Injektionen sind so teilchenreich,
daBl der statistische Fehler der Z#hlraten der Energiekanile E03 (Abbildung 1.1), P4 (Abbil-
dung 1.2) und A2 (Abbildung 1.3) so gering ist, dal die Unsymmetrie U () und die Achse
grofiter Symmetrie aq trotz der hohen Zeitauflosung der PWVs mit einem geringen statisti-
schen Fehler berechnet werden kénnen. Es werden im folgenden nur die PWVs ausgewertet,
deren statistische Fehler der Achse grofiter Symmetrie kleiner sind als 1.75°. Dieses Kriterium
wurde gewihlt, damit die zeitlichen Schwankungen, die man in der Unsymmetrie U(a) (obe-
rer Teil der Abbildungen 1.1-1.3) und der Achse grofiter Symmetrie g (mittlerer Teil der

Sdoy = day of year
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Abbildung 1.1: Die Unsymmetrie U(ay) fiir die Achse groBter Symmetrie ag der Umlaufwin-

kelverteilung I(«) ist fiir Elektronen des E03-Kanals vom 8. Juni (doy 149)
1980 auf HELIOS 1 im oberen Teil der Abbildung iiber der Zeit aufgetragen.
Im mittleren Teil ist der Differenzwinkel zwischen der auf die Sektorebene
projizierten Magnetfeldrichtung & und der Achse grofiter Symmetrie «q iiber
der Zeit aufgetragen. Die dazugehorige Verteilung des Differenzwinkels € — «g
ist im unteren Teil der Abbildung zu sehen.
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Abbildung 1.2: Die Unsymmetrie U(ayg) fiir die Achse grofiter Symmetrie oy der Umlaufwin-
kelverteilung I(«) ist fiir Protonen des P4-Kanals vom 8. Juni (doy 149) 1980
auf HELIOS 1 im oberen Teil der Abbildung tiber der Zeit aufgetragen. Im
mittleren Teil ist der Differenzwinkel zwischen der auf die Sektorebene proji-
zierten Magnetfeldrichtung & und der Achse grofiter Symmetrie aq iiber der
Zeit aufgetragen. Die dazugehorige Verteilung des Differenzwinkels € — « ist
im unteren Teil der Abbildung zu sehen.
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Abbildung 1.3: Die Unsymmetrie U(ay) fiir die Achse groBter Symmetrie ag der Umlaufwin-

kelverteilung I(«) ist fiir a-Teilchen des A2-Kanals vom 8. Juni (doy 149)
1980 auf HELIOS 1 im oberen Teil der Abbildung iiber der Zeit aufgetragen.
Im mittleren Teil ist der Differenzwinkel zwischen der auf die Sektorebene
projizierten Magnetfeldrichtung £ und der Achse groiter Symmetrie aq iiber
der Zeit aufgetragen. Die dazugehorige Verteilung des Differenzwinkels € — «g
ist im unteren Teil der Abbildung zu sehen.
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Abbildungen 1.1- 1.3) erkennt, nicht durch den statistischen Fehler iiberdeckt werden. Die
Anordnung der Datenpunkte in drei Gruppen folgt aus der Anforderung an den statistischen
Fehler der Achse grofiter Symmetrie, die nur in der Anfangsphase nach der Injektion, wenn
die PWVs gebiindelt sind und hinreichend viele Teilchen beim Beobachter eintreffen, erfiillt
ist.

Vergleicht man nun zunéichst die Unsymmetrien (ohne Fehlerbalken gezeichnet) der Elek-
tronen, Protonen und a-Teilchen miteinander, so ist deutlich zu erkennen, dafl die Unsymme-
trie der Elektronen vom Betrag her geringer ist als die der Protonen und der a-Teilchen, und
dafl sie im zeitlichen Verlauf weniger stark streut. Wie bereits in Abschnitt 1.3.1 erwéhnt,
konnen der Compton-Getting-Effekt und starke rdumliche Gradienten sowohl der Teilchen-
dichte als auch des Magnetfeldes zu unsymmetrischen PWVs fiihren. Die hier zu beobachten-
den zeitlichen Schwankungen der Unsymmetrie haben jedoch eine andere Ursache. Vergleicht
man die Gyrationsradien der Elektronen, Protonen und a-Teilchen miteinander, so zeigt sich
wegen der unterschiedlichen Steifigkeit der Teilchen, dafl die Protonen des P4-Kanals etwa
den gleichen Gyrationsradius haben wie die a-Teilchen des A2-Kanals. Der Gyrationsradius
der Elektronen des E03-Kanals, der =~ 100 km betrégt, ist um zwei Gréflenordnungen kleiner
als die Gyrationsradien der Protonen und a-Teilchen. Die Gyrationsperiode Ty, der Elek-
tronen mit 2 - 1072 s ist sogar um drei GréBenordnungen kleiner als die der Protonen bzw.
der a-Teilchen.

Je nachdem, welchen Pitchwinkel 1) ein Teilchen hat, ist auch sein Gyrationsradius rqy,
verschieden, da nach Gleichung (1.4) nur die Projektion des Impulses senkrecht zum Magnet-
feld von Bedeutung ist. Die annéhernd schraubenférmige Bahn, die ein Teilchen w#hrend
einer Gyrationsperiode durchfliegt, ist ein Resultat der Lorentz-Kraft, die an jedem Punkt
der Bahn auf das Teilchen wirkt.

Die Umlaufwinkelverteilung in der Sektorebene hat nun die Eigenschaft, daf jeder Pitch-
winkel zweimal gemessen wird (siehe HATzKY [1993], S. 22). Was dies bedeutet, wird im
folgenden erliutert: Stellt man sich ein Detektorteleskop mit einem infinitesimalen Offnungs-
winkel vor, so konnen die Teilchen nur dann in das Detektorteleskop gelangen, wenn die
Sektorebene, in der das Detektorteleskop um die Spin-Achse des Raumfahrzeugs rotiert, tan-
gential zum Mantel der schraubenformigen Teilchenbahn” orientiert ist. Ansonsten wiirden
die Teilchen den infinitesimalen Offnungskegel verfehlen und nicht ins Detektorteleskop ge-
langen.

Nimmt man den einfachen Fall an, dafl die Magnetfeldrichtung ég in der Sektorebene
liegt und der Beobachter auf die Kante der infinitesimal diinnen Sektorebene blickt, so dafl
die Magnetfeldrichtung genau entlang der Blickrichtung des Beobachters orientiert ist, so
erkennt man anhand der Abbildung 1.4, daf§ das Teilchenteleskop wihrend seines Umlaufs
in der Sektorebene die Pitchwinkel mifit, welche jeweils zu PWVs gehoren, die aus Teilchen
bestehen, deren Bahnen ober- und unterhalb der Sektorebene verlaufen. Es ist n&dmlich nicht
ausreichend, daf} die Teilchenbahn beim Eintritt in das Detektorteleskop genau entlang der
Symmetrieachse orientiert ist, sondern die Teilchen miissen auch aus der Blickrichtung des
Detektorteleskops einfallen. Fiir die wihrend eines vollen Umlaufs des Detektorteleskops in
der Sektorebene um 180° versetzten Blickrichtungen bedeutet dies, dafl je nach Blickrichtung
des Detektorteleskops entweder nur die Teilchen, die oberhalb oder diejenigen, die unterhalb
der Sektorebene gyrieren, den richtigen Richtungssinn haben, um in das Detektorteleskop zu

"Man stelle sich dabei am besten eine Fliche im dreidimensionalen Raum vor, die wie eine Réhre geformt
ist.
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Ebene senkrecht zum Magnetfeld

Teilchen von

oben oben : unten
|
|
|

Gyr

Sektorebene ‘
Sektorebene von oben
von der Seite "
)
unten .

Abbildung 1.4: Im linken Teil der Abbildung sind die Teilchenbahnen und die Sektorebene
in der Projektion auf die Ebene senkrecht zum Magnetfeld dargestellt. Die
Teilchenbahnen sind so gewéhlt, daf3 die Teilchen in das mit einem infinitesi-
mal diinnen Offnungswinkel versehenen Detektorteleskop einfallen. In welche
Halfte der durch die Magnetfeldrichtung ép geteilten Sektorebene die Teil-
chen aufgrund ihrer rdumlichen Orientierung zur Sektorebene einfallen, ist
im rechten Teil der Abbildung zu erkennen.

gelangen. Die PWVs werden dabei bei Azimutwinkeln ¢ abgetastet, die um 180° verschoben
sind.

Bei der aus der Umlaufwinkelverteilung ermittelten Achse grofiter Symmetrie handelt
es sich also genaugenommen nicht um die Achse grofiter Symmetrie einer einzigen PWV,
in dessen Zentrum sich das Detektorteleskop befindet, sondern um Teilchen, die je nach
ihrem Gyrationsradius um ein Zentrum gyrieren, das unterschiedlich weit von der Sektor-
ebene entfernt ist. Ist nun das Magnetfeld B in dem rdumlichen Bereich, in dem sich die
schraubenformigen Bahnen sowohl ober- als auch unterhalb der Sektorebene befinden, nicht
homogen, so ist eine perfekte Symmetrieachse der Umlaufwinkelverteilung nicht zu erwarten.

Die geringe Unsymmetrie der PWVs der Elektronen kann nun so interpretiert werden, daf3
in dem rdumlichen Bereich, in dem die Elektronen sich kurz vor ihrem Nachweis im Detektor-
teleskop aufgehalten haben, in sehr guter Niherung ein homogenes Magnetfeld vorherrscht.
Die der Protonen und a-Teilchen bewegen sich hingegen auf rdumlichen Skalen, auf denen
das Magnetfeld bereits nicht mehr diese Homogenitét aufweist. Dies hat natiirlich auch Aus-
wirkungen auf den Differenzwinkel zwischen der aus der Umlaufwinkelverteilung abgeleiteten
Achse grofiter Symmetrie o und der auf die Sektorebene projizierten Magnetfeldrichtung .
So ist deutlich zu erkennen, dafi die PWVs der Elektronen der Magnetfeldrichtung besser
folgen als die Protonen und a-Teilchen, wenn man sich zweier technischer Details bewuf}t ist:
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1. Die Achse grofiter Symmetrie ist gegeniiber der Magnetfeldrichtung & um = 3.5° ver-
schoben, wie man deutlich bei den im unteren Teil der Abbildungen 1.1-1.3 aufgetrage-
nen Verteilungen des Differenzwinkels £ — g erkennen kann. Eine physikalische Ursache
fiir diesen systematischen Versatz ist sehr unwahrscheinlich. Es kann jedoch aus tech-
nischen Griinden zu diesem Versatz kommen, da das E6-Experiment nur bis auf 4+2°
genau eingebaut werden mufite (private Mitteilung KuNow) und der Sonnendetektor,
der fiir die Einteilung der Sektoren verantwortlich ist, einen Randeffekt aufweist, der
in der Groflenordnung des scheinbaren Winkeldurchmessers der Sonne (= 3 - 0.5° bei
r = 0.3 AU) liegen kann.

2. Die Achsen grofiter Symmetrie der Protonen verhalten sich zu Beginn der drei Gruppen
von Daten sehr dhnlich wie die der Elektronen. Der Grund hierfiir liegt im Ubersprechen
der Elektronen in die Protonenkanéle, das sich besonders zum Maximum der Z#hlraten
der Elektronen bemerkbar macht, welches wiederum in die Anfangsphase der Protonen
fallt.

Man kann sogar sagen, dafl die Elektronen exakt der Magnetfeldrichtung folgen, da die
Verteilung des Differenzwinkels £ — o eine Breite aufweist, die mit dem statistischen Fehler
der Achsen grofiter Symmetrie zu erklédren ist. Die beiden Datenpunkte, die deutlich von der
Verteilung abweichen, sind hingegen mit sehr kurzfristigen Anderungen der Magnetfeldrich-
tung korreliert und kénnen somit erklirt werden. Die Achse gréfiter Symmetrie der Protonen
und a-Teilchen hat eine Breite von o ~ 3.5° und liegt damit deutlich iiber dem aus dem
statistischen Fehler zu erwartenden Wert.

Neben dem rédumlich gréfleren Gyrationsradius der Protonen und a-Teilchen erschwert es
auch die um drei Groflenordnungen groflere Gyrationsperiode dieser Teilchen im Vergleich
zu der Gyrationsperiode der Elektronen, den Richtungsénderungen des Magnetfeldes auf Se-
kundenskalen zu folgen. Die Teilchen mitteln vielmehr iiber diese kurzfristigen Schwankungen
der Magnetfeldrichtung hinweg, so dafl sich nicht unbedingt dieselbe zeitliche Mittelung der
Magnetfeldrichtung des lokal auf der Raumsonde gemessenen Magnetfeldes ergibt.

Insgesamt ist aber auch bei den Protonen und a-Teilchen der Differenzwinkel & — a¢ hin-
reichend klein, um bei liickenhaften oder mit schlechten zeitlichen Auflésungen iibertragenen
Magnetfelddaten zuverlidssige PWVs allein aus den Achsen grofiter Symmetrie ermitteln zu
kénnen.

1.4 Der Mef3prozef3

Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits auf die Bedeutung der Umlaufwinkelverteilung
und ihrer Achse grofiter Symmetrie eingegangen. Der Schwerpunkt der Betrachtung lag dabei
auf dem rédumlichen Bereich, den die gyrierenden Teilchen in der letzten Gyrationsperiode
vor ihrem Nachweis im Detektorteleskop durchflogen haben. In diesem Abschnitt geht es
nun um die Rekonstruktion der PWVs aus den acht Sektormittelwerten. Verschiedene Auto-
ren [ZWICKEL AND WEBBER, 1977; GREEN, 1992; BIEBER, EVENSON, AND POMERANTZ,
1986; HATZKY, 1993] weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, daf§ die Auswirkungen des
Mefiprozesses im Detail beriicksichtigt werden miissen, damit man verldfiliche PWVs rekon-
struieren kann. Wéihrend die meisten Rekonstruktionsverfahren mit numerischen Methoden
verbunden sind, gelingt es GREEN [1992], ein Verfahren in Form einer Matrizengleichung zu
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formulieren. HATZKY [1993] vereinfacht diese Matrizengleichung, so dafl es moglich ist, den
einzelnen Auswirkungen des Mefiprozesses einfache Matrizen in Diagonalgestalt zuzuordnen.
Der Vorteil dieses analytischen Verfahrens gegeniiber den numerischen Verfahren ist der er-
sichtliche Zusammenhang zwischen den Sektormittelwerten, die die Meflwerte darstellen, und
den physikalischen Grofien, wie z. B. der Anisotropie oder der PWYV. Die Durchfithrung der
Fehlerfortpflanzung ist damit ebenfalls auf analytischem Wege moglich.

Unter der Voraussetzung, daf sich die zu messende PWV wihrend des Meflintervalls nur
geringfiigig verdndert hat und die Sektormefiwerte iiber dquidistante Winkelbereiche gemittelt
sind, 148t sich eine Umlaufwinkelverteilung I(«) in Form eines trigonometrischen Polynoms
rekonstruieren. Der mittelnde Effekt der Winkelbereiche der Sektoren wihrend des Mef3vor-
gangs kann dabei riickgingig gemacht werden. Wegen der endlichen Anzahl von Sektoren
ist die Winkelauflésung des trigonometrischen Polynoms jedoch begrenzt. Dieses trigonome-
trische Polynom kann man dazu verwenden, die Achse grofiter Symmetrie zu bestimmen,
wie dies im vorhergehenden Abschnitt gezeigt wurde. Liegt (ndherungsweise) eine PWV vor,
so kann man aus der eindimensionalen Messung in der Sektorebene die zweidimensionale
PWYV rekonstruieren. Dabei kann beriicksichtigt werden, dafl sich die Magnetfeldrichtung im
allgemeinen nicht in der Sektorebene befindet und das Detektorteleskop einen bestimmten
Offnungswinkel hat. Dieser Offnungswinkel hat zur Folge, daf8 sich eine vom Einfallswinkel
abhéngige Empfindlichkeitsfunktion einstellt, die in Form einer trapezformigen Empfindlich-
keitsfunktion analytisch beriicksichtigt werden kann (vgl. Abschnitt 1.2). Schliefllich erhilt
man die PWV zusammen mit den statistischen Fehlern in Form von Legendre-Koeffizienten.

1.5 Die mathematische Beschreibung der PWVs

Die Legendre-Polynome haben den Vorteil, dafl sie ein Orthogonalsystem auf dem Definiti-
onsbereich [—1, 1] bilden, so daf es moglich ist, durch Projektion einer stetigen beschrinkten
Funktion auf die Legendre-Polynome (Basiselemente) die Funktion als Linearkombination
der Legendre-Polynome P, darzustellen (vgl. ABRAMOVITZ AND STEGUN [1972], S. 332ff.;
BRONSTEIN ET AL. [1993], S. 344f.). Fiir die PWVs bedeutet dies, dafl die Winkelabhéngig-

keit vom Pitchwinkel ¥ bzw. Pitchkosinus p 4 cos 9 in einer Reihe von Legendre-Polynomen
eindeutig entwickelt werden kann:

I(n) = gn Pu()  mit pel-1,1] (1.18)
n=0
Die dabei auftretenden Legendre-Koeffizienten g,, lassen sich folgendermafien berechnen:

+1
def 2n+1

= /I(u)Pn(M)du (1.19)

-1

Ist die Funktion I(;) nur an den Stiitzstellen p; bekannt, die nicht dquidistant verteilt sein
miissen, so konnen die Legendre-Koeffizienten ¢, einzeln durch einen least-square-Fit des
entsprechenden Legendre-Polynoms P,, an die Funktion I(u;) bestimmt werden. Hiervon wird
in Kapitel 3 Gebrauch gemacht, da die numerischen Lésungen nur an bestimmten Stiitzstellen
bekannt sind.
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Der Vorteil der Entwicklung nach Legendre-Koeffizienten besteht in der Moglichkeit, zwei
PWVs objektiv miteinander zu vergleichen, indem man ihre Legendre-Koeffizienten miteinan-
der vergleicht. Die Information, die ein Legendre-Koeffizient ausdriickt, ist eindeutig und kann
durch keinen anderen Koeffizienten ersetzt werden. Vergleicht man hingegen zwei PWVs, in-
dem man ihre p-Abhéngigkeit mit dem Auge vergleicht, so kann dies zu Fehlinterpretationen
fithren, wie in Abschnitt 5.3.1 gezeigt wird.

SCHLUTER [1985], S. 33f. behauptet, dafl die nach Gleichung (1.19) berechneten Legendre-
Koeffizienten nicht mit den aus der Umlaufwinkelverteilung /() in der Sektorebene nach der
Methode von GREEN [1991] bestimmten Legendre-Koeffizienten (siehe Abschnitt 1.4) iiber-
einstimmen. Er fiihrt dabei im wesentlichen zwei Argumente an, die im folgenden diskutiert
werden:

1. Beim Ubergang vom Umlaufwinkel o in der Sektorebene zum Pitchkosinus j erfolge die

Transformation dy = — sin(a) da in Gleichung (1.19). Dadurch komme es zu einer mit
dem Faktor sin(a) gewichteten Anpassung, die die grofieren Winkel iiberproportional
betone.

Dies ist korrekt und sogar absichtlich herbeigefiihrt. Die Abtastung in der Sektorebene
erfolgt mit einer gleichférmigen Wichtung jedes Umlaufwinkels c. Durch die Methode
von GREEN [1992] wird die Umlaufwinkelverteilung zunéchst in der Basis der cos(na)-
Funktionen mit n € Ny entwickelt, um dann einen Basiswechsel auf die Legendre-
Polynome P, vorzunehmen. Dabei zeigt sich, daf§ die cos(na)-Funktionen im Intervall
a € [0,7] eindeutig durch die Basis der Legendre-Polynome P, dargestellt werden
konnen. Es handelt sich hierbei nicht um eine N&dherung, sondern um einen analyti-
schen Zusammenhang, der in Form einer Matrizengleichung formuliert werden kann
(siche HATZKY [1993], S. 58ff.). Die in der Basis der Legendre-Polynome auftreten-
de Wichtung des Umlaufwinkels mit dem Faktor sin(«) ist dadurch bedingt, daf ein
Ubergang von der eindimensionalen Umlaufwinkelverteilung auf die zweidimensiona-
le PWYV erfolgt, bei der das infinitesimale Raumwinkelelement dQ = sin(¢) dd de zu
beriicksichtigen ist.

Die PWV li8t sich zwar alleine durch den Pitchwinkel (Hohenwinkel) ¥ beschreiben, da
sie rotationssymmetrisch und damit nicht vom Azimutwinkel ¢ abh#ngig ist; dennoch
handelt es sich um eine zweidimensionale Winkelverteilung. Deutlich wird dies auch,
wenn man die folgenden Zusammenhénge verinnerlicht (siehe GREEN [1992], S. 54;
HaTzKy [1993], S. 16f.):

Der isotrope Anteil I der PWV wird durch den gy-Koeffizienten des nullten Legendre-
Polynoms représentiert:

I=go (1.20)

Die Anisotropie |A| der PWV ist identisch mit dem Quotienten aus den Koeffizienten
des ersten und nullten Legendre-Polynoms. Der Quotient ist als eine Normierung der
Teilchenstromdichte auf den isotropen Anteil aufzufassen:

A =% (1.21)
90
Allgemein werden daher die Anisotropien n-ter Ordnung folgendermaflen definiert:

gndéfz—z mit & = |A| (1.22)
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2. Andererseits muff man jedoch darauf hinweisen — in diesem Punkt hat SCHLUTER
[1985] recht —, da8 die Legendre-Koeffizienten nach Gleichung (1.19) und nach dem
Verfahren von GREEN [1992] dann nicht identisch sind, wenn sich die PWVs nicht
durch die Legendre-Polynome bis zur vierten Ordnung beschreiben lassen:

4
I(1) = gn Puln) (1.23)
n=0

Es ist ndmlich prinzipiell nicht moglich, mit acht Sektormewerten mehr Richtungsin-
formation zu gewinnen. Selbst der g4-Koeffizient ist schon unter Annahme von Sym-
metrieeigenschaften der PWV gewonnen worden. Dieses Problem tritt speziell in der
Anfangsphase von solaren Ereignissen auf, wenn die PWVs sehr gebiindelt sind. Den-
noch weichen selbst dann die Legendre-Koeffizienten nur méflig voneinander ab, da
die Mittelung {iber die Winkelbereiche der Sektoren wie ein Tiefpafifilter wirkt und
besonders die stark richtungsabhéngigen Anteile dampft.

In dieser Arbeit werden, im Gegensatz zu SCHLUTER [1985], die mit dem zunichst
von GREEN [1992] entwickelten und dann von HATZKY [1993] weiterentwickelten Verfah-
ren rekonstruierten Legendre-Koeffizienten direkt mit den Legendre-Koeffizienten aus Glei-
chung (1.19) verglichen. Dies ist durchaus zu rechtfertigen, da die Legendre-Koeffizienten
in der Anfangsphase des Ereignisses wegen ihres geringen Beitrags zum zeitlichen Integral
nur einen sehr geringen Einflufl auf das in Abschnitt 6.1 vorgestellte Auswertungsverfahren
haben.



Kapitel 2

Die Transportgleichung

2.1 Die physikalische Bedeutung der Transportgleichung

Der Transport energiereicher geladener Teilchen in der inneren Heliosphére wird iiblicherweise
durch folgende Fokker-Planck-Gleichung beschrieben, in der die Effekte der Fokussierung und
der Pitchwinkelstreuung beriicksichtigt sind [ROELOF, 1969]:

of of v(l—pu®of o of

SCAT A S A R L) =0 2.1

ot om 0s + 2L(s) Op  Ou s ) o 21)
Dabei ist f(t,s, ) die iiber die Gyration gemittelte Phasenraumdichte in Abhéngigkeit von

der Zeit t, dem Ort s entlang der Magnetfeldlinie und dem Kosinus des Pitchwinkels g dof

cos(¥), Pitchkosinus genannt (sieche Abschnitt 1.1.1). Die Phasenraumdichte ist iiber folgende
Gleichung (siehe Rosst AND OLBERT [1970], S. 5)

I(x,E, p,t) = pzf(x,p, w,t) mit p = Impulsbetrag (2.2)

mit der eigentlichen Mefigrofe, der differentiellen Intensitét I (siehe Abschnitt 1.1.2), ver-
kniipft. Zudem besitzt die Phasenraumdichte die Eigenschaft, dafl sie unter einer Lorentz-
Transformation invariant ist (siche LANDAU UND LirscHITZ [1989], S. 35ff).

Bei der Herleitung der Transportgleichung in der Form von Gleichung (2.1) sind Pro-
zesse, die zu einer Anderung des Impulses p und der damit verbundenen Geschwindigkeit
v beitragen, vernachléssigt worden. Dies sind einerseits Beschleunigungsprozesse, die durch
elektrische Felder und zeitlich verénderliche Magnetfelder bedingt sind, wie sie z. B. in inter-
planetaren Stofiwellen (stofifreien Schockwellen) auftreten, andererseits Prozesse, die an die
von null verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeit des Sonnenwindes gekoppelt sind, wie die
adiabatische Dezeleration. In Kapitel 4 wird speziell auf die durch den Sonnenwind bedingten
zusétzlichen Terme in der Transportgleichung eingegangen, die bei niedrigen Teilchenener-
gien, d. h. bei Protonen mit Energien im keV-Bereich, einen nicht zu vernachléssigenden
Beitrag liefern. Desweiteren sind Driftprozesse wie z. B. die Kriimmungsdrift und Gradienten
senkrecht zum mittleren Magnetfeld B als Effekte hoherer Ordnung vernachléissigt worden.

2.1.1 Die systematischen Krifte

Um einen einfachen Zugang zu der Transportgleichung zu gewinnen, ist es angebracht, die
ersten drei Terme auf der linken Seite zunéchst separat zu betrachten. Diese Terme gehorchen

25
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der Liouvillegleichung fiir ein geladenes Teilchen in einem zeitlich konstanten inhomogenen
Magnetfeld B(s) und sind Ausdruck der Tatsache, daf§ die Phasenraumdichte entlang der
Teilchenbahn im Phasenraum konstant ist:

df 4w 0f | dsOf  d(mop) Of _0f  dsOf  dudf _

dt ot = dt 9s dt  O(mop) Ot  dt 9s M 0 (23)
o 45 dp _ v(—p?) o B 1
mit UM a - 20(s) und L(s) = 9B/0s V- in (2.4)

Dabei ist ds/ dt die Geschwindigkeitskomponente v entlang der Magnetfeldlinie. Die zeitliche
Anderung des Pitchkosinus dgp/dt ist durch die systematische Kraft gegeben, die auf einen
magnetischen Dipol in einem inhomogenen Magnetfeld wirkt. Der Term wird von ROELOF
[1969] unter der Annahme der Erhaltung des Betrags des magnetischen Moments M eines
gyrierenden Teilchens (siehe HUBNER [1982], S. 19)

2
def PGyr
2mB

= const (2.5)

im Sinne der adiabatischen Invarianz (erste adiabatische Invariante) hergeleitet. Gleichbe-
deutend ist dies mit der Reflexionsbedingung' (siche HUBNER [1982], S. 33)

/ B
w=4/1— Ba mit Bg = magnetische FluBdichte am Spiegelpunkt (2.6)
S

fiir ein geladenes Teilchen in einem inhomogenen Magnetfeld. Es folgt somit

d_,u_d,u@Bds__il—,uQ@B v

_ 2
dt “dBdsdt  2u B 9s 1T 2L(s)(1 ) (2.7)

Der Fokussierungslédnge L(s) kommt dabei die Bedeutung einer Skalenléinge des inhomogenen
Magnetfeldes zu. Fiir den einfachen Fall eines homogenen Magnetfeldes 0B/0s = 0 ergibt
sich eine unendlich grofle Fokussierungsliange, so dafl der dritte Term in der Gleichung (2.1)
bzw. (2.3) identisch verschwindet. Dies stimmt mit der Tatsache iiberein, daf§ auf einen ma-
gnetischen Dipol in einem homogenen Magnetfeld keine Kraft ausgeiibt wird.

Ein realistischer Verlauf des interplanetaren Magnetfeldes wird durch eine (mit der Sonne)
korotierende Archimedische Spirale wiedergegeben (sieche PARKER [1958]; BIEBER, EVENSON,
AND MATTHAEUS [1987A]), woraus fiir den Betrag des Magnetfeldes folgt:

B e s .
B= (ZO) 14 (Br)? mit 5 — “ sin(6) (2.8)
r Vsw
mit r = radialer Abstand

ws = mittlere siderische Winkelgeschwindigkeit der Sonne
vsw = Geschwindigkeit des Sonnenwindes
6 = heliographische Breite mit 6 € [0°, 180°]
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird, wenn nicht ausdriicklich anders gesagt, davon aus-
gegangen, dafl der Beobachter sich in der Ebene des Sonnenidquators (6 = 90°) befindet.

'GREEN [1993] zeigt, daB die Reflexionsbedingung fiir den Fall eines magnetischen Monopolfeldes strenge
Giiltigkeit besitzt.
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Desweiteren wird fiir die Winkelgeschwindigkeit der Sonne ein Wert von ws = 0.0103 rad/h
und fiir die Sonnenwindgeschwindigkeit ein Wert von vg, = 400 km/s angenommen, so dafl
insgesamt folgt: 3 = —1.073 AU
Der Betrag des interplanetaren Magnetfeldes nimmt mit zunehmendem radialen Abstand
r von der Sonne ab, was zu einem divergierenden Magnetfeld fithrt. Der Winkel ¥ zwischen
der radialen Richtung und der Archimedischen Spirale ergibt sich zu
ws sin(6)r 1

tan(\I/) = Z—f = T = /67" = COS(\I/) = W (29)

so daf die Fokussierungsldnge L(s) fiir das interplanetare Magnetfeld in Form einer Archi-
medischen Spirale berechnet werden kann:?

L_ 10Bdr_( 1N\ [ o240\ 1
L  Bords < B> < Br[1+ (57")2]> T (52 (2.10)
r )213/2
= L(r)= % (2.11)

Die funktionale Abhéngigkeit der Bogenlidnge s vom radialen Abstand r ist:

s = % (57“\/ 1+ (6r)? + arsinh(ﬂr)) (2.12)

Der radiale Abstand kann nicht als Funktion der Bogenldnge angegeben werden, da die Struk-
tur der Gleichung (2.12) ein analytisches Auflésen nach der Variablen r nicht gestattet. Dies
kann aber dennoch mit Hilfe von numerischer Nullstellenbestimmung (vgl. PRESS ET AL.
[1992], S. 352ff.) geschehen.

Als Ergebnis sind in Abbildung 2.1 die Fokussierungslénge L(s) und der Faktor 1/(2L(s))
im halblogarithmischen Mafistab dargestellt. Die Fokussierungslinge wichst monoton mit
zunehmendem Abstand von der Sonne und variiert dabei in der inneren Heliosphére iiber
mehrere Groflenordnungen. In der Ndhe der Sonne verhélt sich die Fokussierungslinge wie
L(s) ~ s/2, woraus 1/(2L(s)) ~ s~ folgt. Der Betrag des dritten Terms in der Gleichung (2.1)
bzw. (2.3) und damit die Bedeutung der Fokussierung in der Néhe der Sonne nimmt somit
sehr stark zu.

Analytische Naherungslosungen der Transportgleichung, die wegen der einfachen mathe-
matischen Handhabung die Fokussierungsliange als konstant annehmen, sind in diesem Bereich
nicht anzuwenden. Auch bei den numerischen Losungsmethoden (siche Abschnitt 2.4) ist be-
sondere Sorgfalt auf diesen Bereich zu verwenden, da die hier auftretenden groflen rdumlichen
Gradienten und die stark gebiindelten Pitchwinkelverteilungen einen sehr hohen Schwierig-
keitsgrad darstellen.

2.1.2 Der Diffusionsterm

Der vierte noch verbleibende Term der Gleichung (2.1) représentiert die stochastischen Kriéfte,
die auf ein geladenes Teilchen in einem homogenen Magnetfeld mit {iberlagerten schwachen

Die graphische Darstellung des radialen Verlaufs der Fokussierungslinge kann bei SCHLUTER [1985], S. 67
nachgeschlagen werden.
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Magnetfeldfluktuationen wirken. Er wurde sowohl von JOKIPII [1966, 1968] als auch von
HASSELMANN AND WIBBERENZ [1968, 1970] im Rahmen der Quasi-Linearen Theorie (QLT)
hergeleitet. Voraussetzung dabei ist, daf§ die Fluktuationen schwach sind, so dafl man sich im
Rahmen einer Storungsrechnung auf die linearen Terme beschrianken kann. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Anschauung, dafl sich der Pitchwinkel eines Teilchens unter Verletzung
der ersten adiabatischen Invarianten wahrend einer Gyrationsperiode nur wenig dndern darf.
Erst die Summation iiber viele solche Anderungen fithrt zu einem merklichen Effekt. Aus
diesem Grund sind die Fluktuationen, die in Resonanz zur Gyrationsperiode liegen, d. h.

27 WGyr WGyr
U||TGyr = -— = kH = — = — (2.13)
&l v v
mit v)| = Geschwindigkeitskomponente entlang der Magnetfeldlinie

TGy = Gyrationsperiode
ki = Wellenzahl parallel zum mittleren Magnetfeld
wayr = Gyrationsfrequenz (siehe Gleichung (1.5))

von besonderer Bedeutung (Resonanzwechselwirkung). Die Summe der Pitchwinkel&nderun-
gen kann schliellich zu einer Umkehr der Ausbreitungsrichtung fiihren, so dal der Begriff
der rdumlichen Diffusion angemessen erscheint. In diesem Zusammenhang kann eine mittlere
freie Weglinge A entlang der Magnetfeldlinie definiert werden:3

Aj(s) € 3—7]/%@ (2.15)

Diese Gleichung verkniipft den Pitchwinkelstreukoeffizienten k(s,p) und die mittlere freie
Weglinge Aj|(s) miteinander.

Wegen des Auftretens von «(s, i) im Nenner der Definition von \|| haben die Eigenschaften
des Pitchwinkelstreukoeffizienten (PWSK) bei den Werten von p, fiir die der PWSK kleine
Werte annimmt, einen besonders groflen Einflufl auf die resultierende mittlere freie Weglénge.

Die Beziehung zwischen den Magnetfeldfluktuationen, ausgedriickt durch gemischte Spek-
tralfunktionen, und dem Pitchwinkelstreukoeffizienten ist im allgemeinen recht kompliziert.
Daher wurden in den Arbeiten von JOKIPII [1966] und HASSELMANN AND WIBBERENZ
[1968] die beobachteten Magnetfeldfluktuationen als statische, in das interplanetare Plasma
eingefrorene Irregularitdten betrachtet, die von dem Sonnenwind am Beobachter vorbeigetra-
gen werden. Die im allgemeinen dreidimensionale Struktur der Magnetfeldfluktuationen wird

3Die Definition der mittleren freien Weglinge A ist von HASSELMANN AND WIBBERENZ [1968] urspriinglich
fiir ein homogenes Magnetfeld eingefithrt worden. In dieser Arbeit wird die Definition auch bei nicht homoge-
nen Magnetfeldern angewendet, um ein Maf fiir die Pitchwinkelstreuung zu erhalten. Die Anschauung einer
mittleren freien Wegléinge im Sinne der kinetischen Gastheorie (vgl. GERTHSEN UND VOGEL [1995], S. 222)
ist dann jedoch nicht mehr angebracht. KUNSTMANN [1979] und GREEN [1992], S. 84 geben als eine Ver-
allgemeinerung fiir schwach inhomogene Magnetfelder die folgende Definition der mittleren freien Weglénge

an:
R 3Lfff pexp(G(p)) du
=
J* exp(G(w) du
wobei die Funktion G(u) in der Gleichung (2.41) definiert wird.

(2.14)
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Abbildung 2.1: Die Fokussierungslénge L(s) (links) und der Faktor 1/(2L(s)) sind in

Abhiéngigkeit von der Bogenlénge s der Magnetfeldlinie in der inneren He-
liosphére fiir eine Sonnenwindgeschwindigkeit von vgy, = 400 km /s dargestellt.

dabei zusétzlich auf den vereinfachten Fall von axialsymmetrischen transversalen Komponen-
ten mit Wellenvektoren, die ausschliefflich parallel und antiparallel zum mittleren Magnetfeld
liegen, eingeschrénkt. Diese Geometrie wird als Slab-Geometrie bezeichnet. In Verbindung
mit der QLT wird im allgemeinen von dem Standardmodell oder Standard-QLT gesprochen.

Angenommen, die Spektraldichte der Magnetfeldfluktuationen kann durch ein Potenzge-

setz

f(k”) X kﬁq (2.16)

beschrieben werden, so ergibt sich aus dem Standardmodell folgender PWSK:

R(p) = A(L = sign(u)o)|p|97 (1 — p?) (2.17)

Die Konstante A dient dazu, die Stéirke der Pitchwinkelstreuung festzulegen und steht in
direktem Zusammenhang mit der mittleren freien Weglénge, wie man durch Einsetzen der
Gleichung (2.17) in die Definition der mittleren freien Weglénge (2.15) erkennt. Fiir ¢ < 2

ergibt sich:
3w 1

BRIy e

Der zusitzlich auftretende Parameter ¢ wird im magnetostatischen Fall des Standard-
modells mit der magnetischen Polarisation der in das Plasma eingefrorenen Magnetfeldfluk-
tuationen in Verbindung gebracht (siche HASSELMANN AND WIBBERENZ [1968]) und als
unabhéngig von der Wellenzahl k|| angenommen. Teilt man die Magnetfeldfluktuationen in
zwei zirkular polarisierte Wellenmoden auf, von der die eine bei Blickrichtung entlang des
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Magnetfeldes einen linksldufigen Drehsinn (L) und die andere einen rechtléufigen Drehsinn
(R) hat, so kann die effektive magnetische Polarisation folgendermafen definiert werden:

o TL(k)) — Ir(k
o (k) < L yt)m(kl;( ) (2.19)

Dabei sind I1,(k)|) und Ig(k||) die wellenzahlabhéngigen Intensitéten der links- und rechtspo-
larisierten Wellenmoden mit der Gesamtintensitét ot (K))).

Der Polarisationsparameter o ist proportional zu der abstrakter definierten magnetischen
Helizitit bei MATTHAEUS AND GOLDSTEIN [1982]:

Hy, % / A -B (2.20)

A ist das magnetische Vektorpotential, welches B durch die Relation B def V x A definiert.
Aus dieser Definition ergibt sich die wichtige Eigenschaft, dafl die magnetische Helizitét ein
Pseudoskalar ist und das Vorzeichen unter Koordinateninversionen x — —x wechselt. Durch
die magnetische Helizitdt wird somit die Abweichung der Magnetfeldfluktuationen von der
Spiegelsymmetrie gemessen.

Ausgehend von der anschaulicheren Definition (2.19) lassen sich in Abhé#ngigkeit vom
Verhéltnis der beiden Wellenmoden zueinander drei Fille unterscheiden:

1. Die beiden Wellenmoden sind gleich stark vertreten, woraus eine magnetische Polarisati-
on von o = ( folgt. Dies ist gleichbedeutend mit der Anschauung von linear polarisierten
Magnetfeldfluktuationen.

2. Die beiden Wellenmoden stehen in einem bestimmten Verhé&ltnis zueinander, ohne dafl
eine der beiden Wellenmoden identisch verschwindet. Die Magnetfeldfluktuationen sind
somit elliptisch polarisiert, und die magnetische Polarisation iiberdeckt den Wertebe-
reich: —1 <o < 1.

3. Eine der beiden Wellenmoden verschwindet identisch, so daf§ die Magnetfeldfluktua-
tionen zirkular polarisiert sind. Je nachdem welche Wellenmode nicht auftritt, sind
die Magnetfeldfluktuationen links bzw. rechts zirkular polarisiert, und die magnetische
Polarisation nimmt die Werte 0 = 1 bzw. ¢ = —1 an.

Da der Drehsinn des gyrierenden Teilchens und damit auch die Resonanzwechselwirkung
mit den zirkular polarisierten Wellenmoden vom Vorzeichen der Ladung abh#ngig sind, ist
die durch die magnetische Polarisation modifizierte Pitchwinkelstreuung ladungsvorzeichen-
abhéngig. Durch den Fokussierungsterm in der Transportgleichung ist eine Vorzugsrichtung
gekennzeichnet, so dafi sich fiir Teilchen mit 1 > 0 eine von der Sonne weggerichtete Ausbrei-
tungrichtung ergibt. Der Pitchkosinus p ist somit unabhéngig von der Richtung des mittleren
Magnetfeldes, das entweder in Richtung zur Sonne oder von der Sonne weg gerichtet sein
kann. Da die Bestimmung des Drehsinns der zirkular polarisierten Wellenmoden jedoch in
bezug auf die Richtung des mittleren Magnetfeldes erfolgt, ist die durch die Polarisation her-
vorgerufene Asymmetrie des PWSK zusiitzlich von der Richtung des Magnetfeldes abhéngig
(vgl. BIEBER, EVENSON, AND MATTHAEUS [1987B]).



2.1. DIE PHYSIKALISCHE BEDEUTUNG DER TRANSPORTGLEICHUNG 31

Der Spezialfall isotroper Pitchwinkelstreuung, d. h. gleicher Streuwahrscheinlichkeit fiir
alle Pitchwinkel, ergibt sich fiir ¢ = 1 und fiihrt zu einem Verlauf des PWSK, der in Abbil-
dung 2.2 a) dargestellt ist. Der dabei noch verbleibende Faktor (1 — p?) hat seinen Ursprung
in der speziellen Koordinatenwahl des Pitchkosinus fiir den Streuterm und erzwingt, dafl der
PWSK an den Grenzen p = 41 identisch verschwindet.

Die in dieser Arbeit betrachteten PWSKs (1) werden auf die folgende Form beschrinkt*
(vgl. BEECK AND WIBBERENZ [1986]):

R(p) = A (1= sign(u)6) [l + 1) (1 - p?) (2.21)

Durch die Wahl der Parameter ¢, H, und & koénnen unterschiedliche Verlaufe des PWSK
festgelegt werden. Dabei kommt den Parametern folgende Bedeutung zu:

1. Wie man anhand der Gleichungen (2.16) und (2.17) erkennt, steht der Parameter ¢
im Standardmodell in einem urséichlichen Zusammenhang mit dem Spektralindex ¢ der
Magnetfeldfluktuationen des interplanetaren Magnetfeldes.

Um sich nicht vorschnell auf das Standardmodell festzulegen, wird in dieser Arbeit
ein direkter Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ nicht vorausgesetzt. Der Parameter ¢ soll
vielmehr die Moglichkeit erdffnen, schwache Streuung in der Umgebung von p = 0, dem
sogenannten “resonance gap”, auszudriicken. Wie man anhand der Abbildungen 2.2 b),
c¢) und d) erkennen kann, wird die Breite des “resonance gap” durch den Betrag von
q beeinflult. Je grofler der Betrag von ¢ ist, desto breiter ist der Bereich schwacher
Streuung um p = 0.

2. Der Parameter H dient zur “Auffiilllung” des “resonance gap”, um nichtlineare Kor-
rekturen, Spiegelung durch magnetoakustische Wellen und Modifikationen des Slab-
Modells zu beriicksichtigen. Ein Uberblick iiber diese Effekte wird sowohl bei KuNOw
ET AL. [1991] als auch bei DROGE [1994] gegeben.

Eine besondere Bedeutung kommt dem Parameter H fiir § > 2 zu, da eine Streuung
in den Halbraum p € [—1,0) fiir diesen Fall nicht moglich ist. Grund hierfiir ist die
Nullstelle des PWSK fiir 1 = 0 und ¢ > 1, die bei der Berechnung der mittleren freien
Weglidnge nach der Definition (2.15) zu einer Polstelle des Integranden fiihrt. Fiir ¢ < 2
konvergiert das Integral, jedoch nicht fiir § > 2. Die mittlere freie Weglénge ist in diesem
Fall unendlich, so daf sich der vollstéindig koh#irente Transport ausbildet (vgl. EARL
[1974]; KUNSTMANN UND ALPERS [1977]). Setzt man fiir H einen positiven Wert ein
(z. B. H=0.05), so l&8t sich die Nullstelle fiir ¢ = 0 vermeiden, wie man anhand der
Abbildungen 2.2 ¢) und d) erkennen kann. Fiir die mittleren freien Wegléngen ergeben
sich damit endliche Werte.

3. Der Parameter 6 ermdglicht schliellich die Darstellung von unsymmetrischen PWSKs,
welche unterschiedlich starke Streuung in Abhéngigkeit von der Ausbreitungsrichtung
ausdriicken. So fithren z. B. positive 6-Werte zu einer verstirkten Streuung fiir Teilchen
mit einem Pitchkosinus g < 0, d. h. einer Flugrichtung zur Sonne. In der Theorie des
Standardmodells wird diese Unsymmetrie, wie oben erwahnt, mit der Polarisation bzw.
Helizitdat der Magnetfeldfluktuationen in Verbindung gebracht.

“Das in Abschnitt 3.4 vorgestellte Programm GREF unterliegt nicht dieser Beschriankung.
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Abbildung 2.2: Der durch die Gleichung (2.21) festgelegte und nach der Gleichung (2.23) normierte
Pitchwinkelstreukoeffizient % ist fiir unterschiedliche Paramter dargestellt: a) isotroper

PWSK,d. h. =1 H=0und 6 =0; b)§=16 H =0und 6 = 0;

c) ¢ =2,

H=005und6=0; d)G§=4,H=005und 6 =0; e) §=1.6, H=0und 6 = —0.3;

f)g=1, H=0und 6 = 0.3.
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Wie schon bei dem Parameter § soll eine vorschnelle Festlegung auf das Standardmodell
vermieden werden, um fiir unterschiedliche Interpretationen weiterhin offen zu sein.
Beispiele fiir 6 # 0 sind in den Abbildungen 2.2 ) (6 = —0.3) und f) (6 = 0.3)
dargestellt.

Es soll noch einmal betont werden, dafi die Wahl des PWSK in der Form (2.21) eine
Einschrankung darstellt, die es aber dennoch ermoglicht, qualitative Aussagen aus der Theo-
rie (QLT) iiber die Form des PWSK zu beriicksichtigen, ohne die Parameter ¢, H und ¢ in
einen direkten Zusammenhang mit Eigenschaften der Magnetfeldfluktuationen zu bringen.
Kompliziertere Formen des PWSK sind durchaus denkbar, haben aber den Nachteil, daf} sie
aus den hier untersuchten, in ihrer Winkelauflosung eingeschriankten Pitchwinkelverteilun-
gen experimentell nicht iiberpriifbar sind. In Abschnitt 5.3.3 wird gezeigt, dafl verschiedene
Parametersitze fiir £ zu Losungen f(t, s, u) fithren, die kaum voneinander zu unterscheiden
sind.

Schreibt man zusétzlich (vgl. SCHLUTER [1985], S. 79) den PWSK in Form eines Pro-
duktansatzes

s, ) = 1y (s) (p) (2.22)

so kann durch geeignete Normierung®

=9\2
"0 5 | U= 4 () (2.23)
21

das Produkt (2.22) folgendermafien umgeschrieben werden:

(5 1) = %ﬁ & (p) (2.24)

Der PWSK ist somit in einen die Stérke der Streuung bestimmenden Anteil 1/)|(s) und
einen die Form der PWSK bestimmenden Anteil #(u) aufgespalten worden. Der in Glei-
chung (2.22) gewihlte Produktansatz beschrinkt natiirlich die Vielzahl der méglichen Funk-
tionen fiir x(s,pu) deutlich. Es ist daher notwendig, im weiteren Verlauf der Arbeit (siehe
Abschnitt 5.2.1) die hier gemachte Annahme eines Produktansatzes zu rechtfertigen.

2.1.3 Bezug zur radialen Diffusion

Die mittlere freie Weglinge A| entlang der Magnetfeldlinie ist mit der radialen mittleren
freien Weglinge A, durch folgende Beziehung verkniipft (siehe NG AND GLEESON [1971])

Ar(r) = N () cos?(D) (2.25)

wobei ¥ der in Gleichung (2.9) definierte Winkel zwischen radialer Richtung und Archime-
discher Spirale ist. Durch die Gleichung (2.25) wird eine Beziehung zwischen dem radialen
Diffusionsproblem und der Diffusion entlang der Archimedischen Spirale des interplanetaren
Magnetfeldes geschaffen.

5Die Normierung ist bis auf den Faktor 1/2 eindeutig. Der Faktor 1/2 wurde in Analogie zu SCHLUTERS
[1985] Definition (3-2) gewihlt, kann aber generell beliebig gewihlt werden, da die von SCHLUTER [1985]
bevorzugte Mittelung iiber das Pitchkosinusintervall [-1,1] nicht zwingend ist.
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Die radialen Verldufe von A;(r) sollen in dieser Arbeit auf Potenzgesetze der Form

b

Ae(r) o <1> (2.26)
To

beschrinkt werden (vgl. KALLENRODE [1993]). Dies ist, wie auch schon bei der Festlegung

des PWSK keine Beschréinkung, die durch das im Kapitel 3 vorgestellte Differenzenverfahren

bedingt ist, sondern hat im wesentlichen die folgenden Griinde:

1. Die Mefldaten von einem Raumfahrzeug erlauben keine eindeutige Bestimmung des
radialen Verlaufs von A;. Je komplizierter der angenommene Verlauf fiir A, ist, desto
mehr freie Parameter sind aus den Messungen zu bestimmen. Dies kann aber nur mit
unrealistischen Forderungen an die in-situ-Messungen erreicht werden. Die Festlegung
auf einen bestimmten radialen Verlauf durch ein Potenzgesetz im Rahmen der Trans-
portgleichung sollte zu keinem Widerspruch mit den Mefidaten fithren. Daraus kann
aber nicht zwingend abgeleitet werden, dafl zum Zeitpunkt der Messung exakt dieser
radiale Verlauf vorgelegen hat.

2. Wegen der einfachen Handhabbarkeit sowohl in analytischen Losungen als auch in der
Datenauswertung hat sich in der Literatur der Potenzgesetzverlauf etabliert. Der ra-
diale Verlauf ist mit dem einzigen Parameter b zu beschreiben, was einen Vergleich der
Ergebnisse verschiedener Autoren vereinfacht.

In Abbildung 2.3 ist die mittlere freie Wegléinge A| entlang der Magnetfeldlinie fiir A\, =
0.1 - (r/r0)® AU in Abhingigkeit sowohl von dem radialen Abstand 7 als auch von der Bo-
genlidnge s entlang der Magnetfeldlinie aufgetragen. Fiir den Parameter b sind drei verschie-
dene Werte gewihlt worden, die zu folgenden Funktionsverldufen fiithren: Die gestrichelte
Kurve steht fiir b = —0.5, die durchgezogene Kurve fiir b = 0 und die gepunktete Kurve
fiir b = 0.5. Im weiteren Verlauf der Arbeit (siche Abschnitt 6.2) wird sich zeigen, dafl der
einfache Verlauf einer konstanten radialen mittleren freien Wegldnge A, = const, d. h. b =0,
von besonderer Bedeutung ist. Wie sich anhand der Abbildung 2.3 erkennen lafit, wéchst
die mittlere freie Weglinge A fiir b > 0 mit zunehmendem 7 bzw. s monoton an. Dies ist
gleichbedeutend mit einer schwécher werdenden Pitchwinkelstreuung.

2.2 Mathematische Betrachtung der Transportgleichung

Im vorherigen Abschnitt wurde die allgemeine Transportgleichung fiir energiereiche geladene
Teilchen in der inneren Heliosphére aufgestellt und die physikalische Bedeutung der einzelnen
Terme erldutert. Notwendige Einschréankungen durch die Form des interplanetaren Magnet-
feldes und die zur Verfiigung stehende Qualitdt der MeBdaten wurden vorgenommen. Im
folgenden soll der Schwerpunkt auf die mathematische Behandlung der Transportgleichung
gelegt werden, da natiirlich nicht die Transportgleichung selbst, sondern ihre Lésungen im
Mittelpunkt des Interesses stehen.

2.2.1 Die einzelnen Terme der Transportgleichung

Die Transportgleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung (PDGI) zweiter Ord-
nung in drei Variablen von parabolischem Typ. Leider ist sie damit bereits so komplex, daf3



2.2. MATHEMATISCHE BETRACHTUNG DER TRANSPORTGLEICHUNG 35

\\\\‘\\\\‘/\L\%r‘\‘[\\

\\\\‘\\\/\}/\«P\ﬁr\‘(\\

- b=0.5

| ‘ | O
0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 2

r /AU s/AU
Abbildung 2.3: Die mittlere freie Wegldnge A entlang der Magnetfeldlinie wird fiir A\, =
0.1 - (r/ro)® AU in Abhingigkeit von dem radialen Abstand r (links) und
der Bogenléinge s dargestellt. Es wird zwischen folgenden Funktionsverldufen
unterschieden: b = —0.5 (gestrichelte Kurve), b = 0 (durchgezogene Kurve)
und b = 0.5 (gepunktete Kurve).

eine analytische Losung fiir allgemeine Rand- und Anfangsbedingungen nicht bekannt ist.
Aus diesem Grund sollen die einzelnen Terme zusammen mit der Zeitableitung zunéchst se-
parat betrachtet werden:

Der Advektionsterm® fiihrt zu einer linearen PDGI erster Ordnung von hyperbolischem
Typ
——+ Vi = 0 mit  f(0,s) = fo(s) fir t=0 (2.27)

mit der Losung
f(t,s) = fo(s —vput) (2.28)

Die Anfangsbedingung fo breitet sich demgeméfi mit der Geschwindigkeit vy in positiver
Richtung entlang der raumlichen Koordinate aus, so dafi die Advektionsgleichung auch als
eindimensionale Wellengleichung bezeichnet wird.

Betrachtet man die Kurven in der s-t-Ebene, die sogenannten Charakteristiken, auf denen
die Eigenschaft f erhalten bleibt, so kann die Advektionsgleichung folgendermafien geschrie-
ben werden:

df _deof  dsof

dz  dzx Ot + dz s (2:29)

5Der Term wird auch als Konvektionsterm bezeichnet. Da die Konvektion in der Meteorologie mit
vertikalen Strémungen der Atmosphére verbunden wird, soll hier, um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, von
dem Advektionsterm gesprochen werden (vgl. RoAcH [1982] S. 10).
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Abbildung 2.4: Die Charakteristiken des Advektionsterms fiir vy = 1 in der s-t-Ebene.

dt ds dt 1
dx dz v = ds vu (2.:30)
Die Charakteristiken sind somit die Kurven (siehe Abbildung 2.4)

mit

s —vput = const (2.31)
Die Information (z. B. Phasenraumdichte) breitet sich entlang der Charakteristiken aus. Be-
trachtet man ein endliches Gebiet, so stromt die Information festgelegt durch die Randbe-
dingung an der untere Intervallgrenze in das Gebiet und verlafit es schliellich an der obe-
ren Intervallgrenze. Der Advektionsterm ist somit physikalisch gesehen mit dem r&umlichen
Transport der Teilchen mit der Geschwindigkeit vu entlang der Bogenldnge s der Magnet-
feldlinie gleichzusetzen.

Der Fokussierungsterm fiihrt ebenfalls zu einer linearen PDGI erster Ordnung von hy-
perbolischem Typ”

0 0 . .
Szt =0 mit f0.0) = folw far t=0 (2.32)
mit der Losung
B 1 1+p
flt 1) = fo (t 1n (1 i M)) (2.33)
Fiir die Charakteristiken ergibt sich folgende Bedingung:
dt dp 9 dt 1
— =1 L=1- = 2.34
dz dz Bz dp 11— p? (2:34)

aus der die Charakteristiken als die Kurven (siehe Abbildung 2.5)

"Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit wird v/(2L(s)) = 1 gesetzt.
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Abbildung 2.5: Die Charakteristiken des Fokussierungsterms in der u-t-Ebene.
1 1
t— 3 In <1—E—Z> = const (2.35)
hervorgehen.

Fiir die Werte p = +1 ergeben sich tangierende Charakteristiken. Physikalisch bedeu-
tet dies, daf§ Teilchen, die entlang der Magnetfeldlinie fliegen und keine Gyrationsbewegung
ausfiihren, durch das divergierende Magnetfeld nicht beeinfluit werden. Alle anderen Teil-
chen mit g # +1 ndhern sich im Laufe der Zeit asymptotisch dem Wert p = 1, was phy-
sikalisch als magnetische oder adiabatische Fokussierung bezeichnet wird. Wie schnell dies
geschieht, wird durch den Betrag des Quotienten v/(2L(s)) bestimmt. Da wegen der tangie-
renden Charakteristiken keine Teilchen das Pitchkosinusintervall [-1,1] verlassen kénnen, gilt
die Teilchenzahlerhaltung.

Der Streuterm fiihrt zu einer linearen PDGI zweiter Ordnung von parabolischem Typ®

or_29 <(1 — u2)8—f

= _ o

ot oy )ZU mit  f(0, ) = fo(p) fiir =0 (2.36)

mit der Losung

flt,p) = Z Gn P (p)e P, (p) = Legendre-Polynome (2.37)
n=0
= folw) = gnPulp) (2.38)
n=0

8Es wird hier vereinfachend angenommen, daf #(u) = A(1 — p?), d. h. da der PWSK isotrop ist.
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Die Losung lé8t sich mit Hilfe eines Produktansatzes f(t, u) = f1(t) fo(p) fiir den hier gewihl-
ten Spezialfall x(s, 1) = 1 — pu? berechnen. Fiir kompliziertere Pitchwinkelstreukoeffizienten
K(s, 1) ist eine analytische Losung nicht mehr moglich (siche KUNSTMANN [1978B]). Wie
man an der Losung (2.37) erkennt, werden die héheren Ordnungen der Legendre-Polynome
stirker gedampft als die niedrigeren. Das konstante Legendre-Polynom n = 0 erfihrt keine
Déampfung, was mit der Erhaltung der Gesamtteilchenzahl gleichzusetzen ist. Eine anisotrope
Pitchwinkelverteilung wird somit im Laufe der Zeit durch den Proze3 der Pitchwinkelstreu-
ung isotropisiert. Dies steht in deutlichem Gegensatz zur Wirkung des Fokussierungsterms,
die schliefllich alle Teilchen mit einem Anfangswert von p € (—1,1) in dem Wert p = 1 ver-
eint. Es ist dieses gegensétzliche Verhalten von Fokussierung und Pitchwinkelstreuung, das,
bestimmt durch das Verhiltnis dieser beiden Terme zueinander, die Pitchwinkelverteilung

pragt.

2.2.2 Die stationdre Losung: 0f /0t =0

Eine allgemeine Losung fiir die stationére Transportgleichung ist nicht bekannt. Dennoch gibt
es einen Spezialfall der stationdren Transportgleichung

L(s) - k(s,pu) = const(p) = ) = const (2.39)
fiir den eine analytische Losung berechnet werden kann und der daher eine grofie Bedeutung
als Niaherungslosung hat. Durch die Unabhéngigkeit des Produkts aus Fokussierungsldnge
L(s) und Pitchwinkelstreukoeffizient (s, p) von der raumlichen Koordinate s ist eine Lsung
mit Hilfe eines Produktansatzes moglich (vgl. KUNSTMANN [1979]; EARL [1981]):

S

fs(s,u) = C1 + Cyexp —/% ~exp (G(p)) (2.40)
. def U 1-— [L2 -
mit G(u) = 2L(5)Z . ) dp (2.41)

Fiir den noch einschrénkenderen Fall L(s) = const und «(s, u) = const(u) ergibt sich:

fols.n) = C1 + Coexp (= ) -exp (G(1) (242)

Losungen fiir spezielle #(p) kénnen im Anhang A nachgeschlagen werden.

Einerseits ist es ein Gliicksfall, da§ die stationdre Losung (2.40) analytisch angegeben
werden kann, andererseits mufl aber auf die Grenzen hingewiesen werden: Eine Anpassung
der stationdren Losung an allgemeine Randbedingungen ist in der Form (2.40) nicht moglich.
Das bedeutet aber, dafl fiir eine Losung auf einem endlichen rdumlichen Gebiet die Randbe-
dingungen identisch mit der durch die Gleichung (2.40) vorgegebenen Losung sein miissen.

Eigene numerische Berechnungen der stationdren Losung haben dennoch gezeigt, daf
bei hinreichendem raumlichen Abstand von den Réndern die Randbedingungen kaum noch
Einflul auf die Pitchwinkelverteilung haben. Wie grof im einzelnen dieser Abstand sein mu#f,
héngt in besonderem Mafle von dem Verhéltnis A /L ab. Ist die mittlere freie Weglinge Al
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Abbildung 2.6: Das Verhiltnis \|/L ist in Abhéngigkeit vom radialen Abstand r (links) und
der Bogenlinge s entlang der Magnetfeldlinie dargestellt. Es ist A, = 0.1 AU
und L bestimmt durch die Archimedische Spirale des interplanetaren Ma-
gnetfeldes. Dabei wird zwischen folgenden Sonnenwindgeschwindigkeiten vgy,
unterschieden: vs, = 300 km/s (gestrichelte Kurve), vy, = 400 km/s (durch-
gezogene Kurve) und vy, = 500 km/s (gepunktete Kurve).

und somit auch das Verhéltnis \|/L klein, so ist der Einfluf der Randbedingung auf die
unmittelbare Umgebung der Rénder begrenzt.

In der Abbildung 2.6 ist das Verhiltnis )||/L in Abhéngigkeit sowohl vom radialen Ab-
stand 7 (links) als auch der Bogenlénge s dargestellt. Fiir eine als konstant angenommene
radiale mittlere freie Weglinge A\, = 0.1 AU und eine Fokussierungsldnge L, die nach Glei-
chung (2.11) durch die Archimedische Spirale des interplanetaren Magnetfeldes bestimmt
wird, ist das Verhéltnis \||/L fiir die folgenden Sonnenwindgeschwindigkeiten vg,, aufgetra-
gen: vg, = 300 km/s (gestrichelte Kurve), vgy = 400 km/s (durchgezogene Kurve) und
vsw = 500 km/s (gepunktete Kurve). Wie in Abbildung 2.6 ersichtlich wird, kommen die
Kurven trotz unterschiedlicher Sonnenwindgeschwindigkeiten fiir geringe radiale Abstinde
zur Deckung. Mit zunehmendem radialen Abstand differieren die Kurven hingegen: je kleiner
die Sonnenwindgeschwindigkeit ist, desto gréfer ist das Verhéltnis A, /L fiir einen bestimmten
radialen Abstand. Der Unterschied zwischen der gestrichelten Kurve und der durchgezogenen
Kurve ist dabei deutlicher, als der zwischen der gepunkteten und der durchgezogenen Kurve,
obwohl sich die Sonnenwindgeschwindigkeiten in beiden Fillen um 100 km/s unterscheiden.

Betrachtet man die Gleichung (2.11), die den radialen Verlauf der Fokussierungslange L(r)
in Abhéngigkeit von (- r und damit von der Sonnenwindgeschwindigkeit vgy, o< 1/3 angibt,
so wird deutlich, dafl sich sowohl mit zunehmender Sonnenwindgeschwindigkeit, d. h. 8 — 0,
als auch mit geringer werdendem radialen Abstand r der Verlauf fiir ein Monopolfeld asym-
ptotisch einstellt. Das Verhiltnis A/ L &8t sich demnach fiir groBe Sonnenwindgeschwindig-
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keiten und/oder fiir kleine radiale Abstdnde durch 2)|/r anndhern. Daraus folgt, dafl sich
besonders fiir kleine radiale Abstédnde ein sich vom konstanten Verlauf deutlich unterschied-
liches Verhéltnis )| /L ergibt. Die stationére Losung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen
1483t sich daher nur eingeschrinkt als Naherungslosung verwenden. Auf die einschrinkenden
Bedingungen wird in Abschnitt 5.3 detailliert eingegangen.

2.2.3 Das steady-state-Theorem

Die stationire Losung fs(s, u) ist durch ein bemerkenswertes Theorem? mit der zeitabhin-
gigen Losung f(¢, s, u) verkniipft (siche BIEBER [1996]):

Die iiber die Zeit integrierte zeitabhiingige Pitchwinkelverteilung (PWYV) f(¢,s, 1)
ist proportional zur stationdren PWYV f (s, u). Dies gilt fiir beliebige Zeitprofile
der Injektionsfunktion:

fu(s 1) o / f(t, 5, ) dt (2.43)
0

Betrachtet man die PWV an einem bestimmten Ort s; und entwickelt die pu-Abhéngigkeit
nach Legendre-Polynomen, so folgt fiir die Legendre-Koeffizienten der stationéiren Losung!'®

o

gns(s = 81) < [ gn(t,s =s1)dt (2.44)
/

Das steady-state-Theorem &t sich wegen der Orthogonalitdt der Legendre-Polynome auf
die zeitabhingigen Legendre-Koeffizienten {ibertragen, nicht jedoch auf die Anisotropien &,.
Die Anisotropien &,s der stationédren Losung erhélt man, indem man zunéchst die Legendre-
Koeffizienten g,,s der stationéiren Losung nach Gleichung (2.44) bestimmt und dann die Quo-
tienten nach Gleichung (1.22) g,s/gos bildet.

Der urspriingliche Beweis des Theorems von BIEBER [1996] konzentriert sich auf die
Transportgleichung (2.1). Eine Verallgemeinerung kann aber ohne Probleme fiir lineare PD-
Gls vorgenommen werden, deren Losung beliebig oft differenzierbar ist und deren zeitliches
Integral iiber die Quellfunktion beschriankt ist. Eine weitere wichtige Bedingung ist, dafl die
einzelnen Koeffizienten der PDGI bis auf die Quellfunktion nicht zeitabh#ngig sind.

Da der Beweis kurz ist, soll er anhand der folgenden einfachen PDGI vorgefiihrt werden:

af O%*f
—_— —_— 2-4
5 T 92 q(t, ) (2.45)
Integration iiber die Zeit'! fiihrt zu:
0 0 0

9Tm weiteren Verlauf der Arbeit wird das Theorem als steady-state-Theorem bezeichnet, da diese
Wortschépfung préagnanter als “Stationéresgleichgewichtstheorem” erscheint.

%Tn der Praxis muB das Integral durch eine Summe berechnet werden, da die Medaten nur in endlicher
Zeitauflosung vorliegen. Die Mefiwerte sind dabei iiber das MeBintervall (bei dem Helios Datensatz des E6-
Experiments in der Regel 15 Minuten) gemittelt, so dafl sich bei der Summation eine Wichtung mit der Léinge
des Meflintervalls anbietet.

"Dje untere Integrationsgrenze wird auf t = 0 festgelegt, da angenommen wird, da8 vor ¢ = 0 keine Teilchen
injiziert wurden. Allgemein kann die untere Grenze jedoch auf ¢ = —oo erweitert werden.
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Annahme: Das Integral auf der rechten Seite ist beschrankt:

% dt = Q(x) mit  Q(x) o /q(t,:z:) dt (2.47)
0 0

-

Die Integration und die Differentiation werden vertauscht. Im Anhang B werden die dafiir
notwendigen Voraussetzungen sowie deren Giiltigkeit fiir die Transportgleichung erortert.

9 o0
o [ feoa =) (2.48)
0
0? . def T
= @F(w):Q(at) mit F(z) = /f(t,af)dt (2.49)
0

Dies ist die stationdre PDGI, die alternativ zur zeitabhéngigen PDGI gelost werden muf.
Nimmt man zusétzlich noch an, dafl die Quellfunktion sich als Produktansatz

q(t,z) = qi(t) - g2() (2.50)

entlang der gesamten rdumlichen Koordinate schreiben la8t, so folgt

g(t,z)dt = go(z) [ qu(t)dt = Cap(x) mit CE [ qu(t)dt (2.51)
/ / /

und es kann direkt aus der Messung auf die Anzahl der (pro Lingeneinheit der Feldlinie)
injizierten Teilchen geschlossen werden, da F'(z) fiir

2
2 F(z) = Oax(x) (2.52)
aus der Messung bekannt ist und fy(x) aus der Losung der PDGI
82
(@) = Daale) (253)

zu bestimmen ist. Dabei kann D willkiirlich gew#hlt werden, wiahrend der rdumliche Verlauf
g2(z) bekannt sein mufl. Ein Vergleich der beiden PDGI fiihrt so zu
F(x)
fs(x)

Der wesentliche Vorteil in der Anwendung des steady-state-Theorems liegt in der M 6glich-
keit, die zeitabhéngige Losung in die stationére Losung zu tiberfithren. Die stationére Losung
ist um die Dimension der Zeit reduziert und stellt damit ein einfacheres Problem dar. Spezi-
ell der zeitliche Verlauf der Quellfunktion, der die zeitabhéngige Losung wesentlich pragt, ist
im allgemeinen nicht exakt bekannt, so dal man auf Annahmen angewiesen ist. Diese An-
nahmen, die natiirlich mit einer gewissen Unsicherheit behaftet sind, entfallen, wenn man die
gemessenen zeitabhingigen PWVs auf die entsprechenden stationdren Losungen zurtickfiihrt.

Fiir die Auswertung der Mefidaten ist es daher entscheidend, die stationdren Losungen fiir
allgemeine Ausbreitungsbedingungen zu berechnen. In Abschnitt 3.3 wird speziell auf dieses
Problem eingegangen.

C=D

(2.54)
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2.2.4 Die Transportgleichung in konservativer Form

Die Transportgleichung hat den Charakter einer Erhaltungsgleichung der Teilchenzahl pro
Léngeneinheit der Flufirohre (vgl. KUNSTMANN [1978A]). Um dies deutlich zu machen, bietet
es sich an, die Transportgleichung in konservativer Form (vgl. FARLOW [1993], S. 213f.) zu
schreiben. Die Teilchenzahl pro Léngeneinheit (, auch als lineare Dichte bezeichnet, ergibt
sich durch Multiplikation der Phasenraumdichte f(t,s, ) mit dem Flufirohrenquerschnitt
A(s) (vgl. KUNSTMANN [1979])

def

C(t,s,1) = A(s) - f(t, s, 1) (2.55)
Aus der Konstanz des magnetischen Flusses
¢ = B(z) - A(z) = const (2.56)

ergibt sich (siche SCHLUTER [1985], S. 23)

s

I 1 0A(s) B ds
i)~ A) os Al =dAeew / () (257
50
Damit kann die Transportgleichung (2.1) in folgende Form umgeschrieben werden:
o 0 0 1—p? 0 aCy
5 T 95 (vpg) + on <v 2L(s) C) o (/ﬁ(s,u)au =0 (2.58)

Integration iiber das Pitchkosinusintervall [-1,1] ergibt wegen des identisch verschwindenden
Diffusionsstroms (s, 4)9¢/Ou = 0 fiir p = +1:

+1 +1

%/g(u) dp + v% /MC(M) dp =0 (2.59)

-1 -1

Dies fiihrt zu der wohlbekannten Kontinuititsgleichung'? (vgl. LANDAU UND LIFSCHITZ
[1991], S. 2)

ou, 0
it S I = 2.61
mit
+1
Up def /C(,u) du Teilchendichte (2.62)
~1
+1
Sp ey / uC(p) dp - ép Stromdichtevektor entlang des Magnetfeldes (2.63)

-1

2Integration der Kontinuititsgleichung iiber das gesamte Gebiet [so, s1], in dem sich die Teilchen bis zum
Zeitpunkt ¢ ausgebreitet haben, fithrt zu der Erhaltung der Gesamtteilchenzahl N

s1 +1
dN . def

a5 =0 mit N = //C(t,s,u) duds (2.60)

sp —1
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Unter Verwendung der Legendre-Polynome P, (u) und den daraus abgeleiteten Legendre-
Koeffizienten g,, (sieche Abschnitt 1.5) lassen sich die Teilchendichte U, und der Stromdich-
tevektor S, auch folgendermaflen schreiben:

2
Up =290 bzw. |[S,|= 3V91 (2.64)

Aus der Kontinuitétsgleichung folgt unmittelbar die rdumliche Konstanz der Stromdichte
|Sp| fiir stationdre Verhéltnisse. Dies wird deutlich bei der Transformation der stationéren
Losung (2.40) auf die lineare Dichte

AR
Clp) = o+ Cuexp | 377 / ,1(3 i (2.65)
Ho

bei der die rdumliche Abhéngigkeit entfallt.

Die Stromdichte |Sp| hat einen Wert verschieden von null, solange die Fokussierungsléange
L(s) endliche Werte annimmt. Erst im Grenziibergang limy .., geht die stationdre Lo-
sung (2.40) in einen isotropen Funktionsverlauf iiber. Es ist daher nur der Fokussierung zu-
zuschreiben, daf im stationéren Gleichgewicht eine anisotrope Pitchwinkelverteilung (PWV)
vorhanden ist. Anisotrope stationdre PWVs sind daher nicht mit der Transportgleichung fiir
ein homogenes Magnetfeld konsistent, bei der der Fokussierungsterm identisch verschwindet!
Die Pitchwinkelstreuung fithrt in Abwesenheit von Fokussierung zu einer isotropen PWYV,
die keine Riickschliisse auf die Form des PWSK zulassen wiirde. Der Betrag der Anisotropie
(siche Gleichung (1.14))
det 3|Sp| _ g1
o el _ 9

Uy 90
als Maf fiir die Biindelung der PWV wird in entscheidender Weise durch das Produkt L(s) -
K(s, 1) geprégt, wie aus der Gleichung (2.40) bzw. (2.65) ersichtlich ist.

Einsetzen des PWSK nach Gleichung (2.24) in die Transportgleichung und Division durch

die Geschwindigkeit v fithrt zu

(2.66)

of  of 1—p*of 3 1 0 ([ Of\
o g aney g I (05 = (267
mit 7%y ¢ (2.68)

Auf der neuen “Zeitskala” 7, die die Dimension einer L#nge hat, verhalten sich somit die
Losungen der Transportgleichung fiir unterschiedliche Geschwindigkeiten v identisch. Dies
ist ein grofler Vorteil, da eine Berechnung der Losungen fiir verschiedene Geschwindigkeiten
v entfillt, so dafl die stationédren Losungen der Transportgleichung nur einmal berechnet
werden miissen. Befindet sich auf der rechten Seite der Transportgleichung ein zeitabhéngiger
Quellterm ¢(t, s, ), so ist darauf zu achten, dafi dieser in Gleichung (2.67) ebenfalls mit v
skaliert wird:

q(r.s,p1) = —a(t,5,p) (2.69)
Schreibt man Gleichung (2.67) noch in konservativer Form, so ergibt sich letztendlich:
¢ ¢ 1 0 2 3 1 0 (_, 0
= — 4+ (11— - — — — | = 2.
or * Hos * 2L(s) O (1 =#7)0) 4\ (s) Op <K(M)8u 0 (2.70)
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Die Schreibweise in konservativer Form hat den Vorteil, dafl bei der im weiteren Verlauf der
Arbeit zu entwickelnden numerischen Approximation der Transportgleichung der Charakter
einer Erhaltungsgleichung beriicksichtigt werden kann.

2.3 Analytische Nidherungslésungen der Transportgleichung

Fiir den Fall eines homogenen Magnetfeldes (L = oo) geben HASSELMANN AND WIBBERENZ
[1968, 1970] eine analytische Néherungslésung an. Unter der Voraussetzung, daf sich die
PWYV nur langsam in den Variablen Zeit, Ort und Pitchkosinus &dndert, kann die Transport-
gleichung auf eine Diffusionsgleichung der omnidirektionalen Intensitét in der raumlichen Ko-
ordinate zuriickgefiihrt werden. Es wird daher auch von der diffusiven Ndherung gesprochen,
deren Giiltigkeitsbereich aufgrund der einschrinkenden Voraussetzungen auf die Spétphase
von solaren Ereignissen beschrankt ist.

GREEN [1992], S. 79 erweitert die diffusive Ndherung unter den gleichen Einschrénkungen
auf inhomogene Magnetfelder (sieche Abschnitt 5.1).

EARL [1974] entwickelt zun#chst unter der Annahme eines homogenen Magnetfeldes
(L = o0) den Diffusionsterm nach Streu-Eigenfunktionen, was einer Formulierung der Trans-
portgleichung in Matrizenform gleichkommt, die mit Hilfe von Fouriermethoden zu lésen
ist. Eine Erweiterung auf inhomogene Magnetfelder (fokussierte Diffusion) und eine damit
verbundene Entwicklung nach Fokussierungs-Eigenfunktionen erfolgt durch EARL [1976].
Wihrend EARL [1976] sich auf eine Entwicklung erster Ordnung beschrinkt, fiihrt BIEBER
[1977] die Methode zu einer Entwicklung dritter Ordnung mit der Einschrénkung, dafl die
raumliche Anfangsbedingung einer Gaufiglockenkurve entspricht. Nachteil beider Entwick-
lungen ist die Begrenzung auf den unrealistischen Fall einer konstanten Fokussierungsldnge
L = const.

Eine Anwendung von EARLS [1976] Methode findet sich in MA SUNG AND EARL [1978].
Die Autoren fitten die Zeit-Intensitétsprofile von 30 solaren Ereignissen — sowohl Protonen
als auch Elektronen — unter der Annahme einer gaufiférmigen Injektionsfunktion.

Die Methode von BIEBER [1977] findet ihre Anwendung in der Auswertung der zeitli-
chen Entwicklung einer gemessenen PWV durch BIEBER ET AL. [1979, 1980]. Es handelt
sich dabei um Messungen von Protonen und Elektronen (im MeV-Bereich) des solaren Er-
eignisses vom 26. Mérz 1978, die mit dem Kieler Experiment auf dem HELIOS 2-Satelliten
vorgenommen wurden.

Einen anderen Zugang wihlt KUNSTMANN [1979], indem er den divergierenden Effekt
des Magnetfeldes durch die Einfiithrung der linearen Dichte abspaltet, um dann mit einer
Storungsrechnung fortzufahren.

EARL [1981] iibernimmt die von KUNSTMANN [1979] angegebene stationére Losung fiir
konstante Ausbreitungsbedingungen und nutzt sie seinerseits als nullte Ndherung fiir eine
Storungsrechnung. Dadurch ist es ihm moglich, beliebige rdumliche Verldufe sowohl fiir den
Streukoeffizienten als auch fiir die Fokussierungsléinge zu beriicksichtigen.

Eine Erweiterung der Stérungsrechnung auf Terme quadratischer Ordnung vollzieht EARL
[1989] und kann so den Effekt der Dispersion des durch ein Gaufiprofil angenéherten Teil-
chentransports berticksichtigen. Aber auch hier beschrinkt sich EARL auf die Beschreibung
von symmetrischen PWSKs, d. h. Effekte durch magnetische Helizitét werden nicht bertick-
sichtigt.
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Da die Entwicklung nach Fokussierungs-Eigenfunktionen zu aufwendigen Berechnungen
von Matrizeneigenwertproblemen fiihrt, glaubte man mit der Arbeit von BIEBER [1977] hier
zu einem Abschluff gekommen zu sein. PAULS [1994] und PAULS AND BURGER [1994] gelang
es jedoch, die Entwicklung zu noch hoheren Ordnungen fortzufithren. Moderne Rechenpro-
gramme wie z. B. Mathematica, Maple, REDUCE u. a., die sowohl numerische als auch
analytische Rechnungen durchfiihren kénnen, erméglichen eine Automatisierung des Rechen-
vorgangs, wodurch die Entwicklung im Prinzip bis zu einer beliebigen Entwicklungsordnung
fortgefiihrt werden kann. PAULS AND BURGER [1994] beschrinken sich auf eine Entwick-
lung bis zur siebten Ordnung und erhalten so bereits nach einer relativ kurzen Zeitspanne
nach der Injektion, die mit einem Giiltigkeitskriterium zu bestimmen ist, eine duflerst genaue
Losung. Zusétzlich kann der Effekt der magnetischen Helizitét beriicksichtigt werden. Vorteil
der Methode von PAULS AND BURGER [1994] ist die Durchfiihrbarkeit der Berechnungen auf
einer Rechenmaschine mit geringer Rechenkapazitéit wie z. B. einem durchschnittlichen PC.
Nachteil ist aber weiterhin die Beschrinkung auf eine rdumlich konstante Fokussierungslange
und einen rdumlich konstanten Streukoeffizienten.

Es handelt sich hierbei um ein grundsétzliches Problem analytischer Naherungslésungen
(vgl. FARLOW [1993], S. 324). Einerseits geben die analytischen Ndherungslosungen Einblick
in die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Variablen, so dafl man ein Versténdnis fiir
die durch die Transportgleichung beschriebenen Prozesse entwickelt. Andererseits handelt es
sich um Naherungslésungen, die immer nur einen beschriankten Giiltigkeitsbereich aufweisen.
Dabei ist besonders die Beschrinkung auf eine raumlich konstante Fokussierungsléinge sowie
konstante Streukoeffizienten unrealistisch, wie der Vergleich mit den Lisungen fiir eine durch
die Archimedische Spirale bestimmte Fokussierungslénge zeigt (siche RUFFOLO [1995]). Ist
man an Losungen fiir sehr allgemeine Anfangs- und Randbedingungen sowie fiir eine raumlich
variable Fokussierungsléinge und raumlich variable Streukoeffizienten interessiert, so sind die
numerischen Losungsmethoden vorzuziehen.

2.4 Numerische Niherungslosungen der Transportgleichung

Neben den im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten analytischen Methoden sollen nun die
rein numerischen Methoden kurz vorgestellt werden. Es gibt im Prinzip zwei Losungswege,
um die Transportgleichung zu l6sen:

1. Der eine Losungsweg erfolgt iiber das sogenannte Monte-Carlo- Verfahren. Hierbei geht
man wieder auf die elementare Ebene der einzelnen Teilchen zuriick und verfolgt deren
Bahn im Phasenraum, wie man es z. B. auch fiir einfachere Systeme wie die Brownsche
Molekularbewegung (siche CHANDRASEKAR [1943]) durchfiihren kann. Vorteil dieser
Methode ist die Ndhe zum physikalischen Elementarprozef}; ihr Nachteil ist die grofe
Anzahl von Teilchen, deren Bahn man verfolgen muf}, um eine ausreichend gute Statistik
zu erhalten.

Es hat schon recht friihzeitig Anstrengungen gegeben, die Transportgleichung mittels
eines Monte-Carlo-Verfahrens zu berechnen [VERNOV ET AL., 1970], und auch im
spiteren Verlauf haben Autoren diesen Weg immer wieder eingeschlagen [PALMER,
PALMEIRA, AND ALLUM, 1975; OWENS AND GOMBOSI, 1980; PALMER AND JOKIPII,
1981; u. a.]. Aber erst EARL [1987] gelang es unter Einsatz eines sehr leistungsstarken
Parallelrechners, die Bahn von 63995904 Teilchen zu beriicksichtigen, wodurch er das
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Statistikproblem vermeidet. Leider beschrinkt EARL auch in den folgenden Arbeiten
[EARL, 1992; EARL, 1994; EARL ET AL. 1995] das Monte-Carlo-Verfahren auf den
Fall eines homogenen Magnetfeldes (L = 00).

. Der andere Losungsweg, der im folgenden eingeschlagen werden soll, erfolgt durch eine

Diskretisierung des auf dem Definitionsbereich kontinuierlich formulierten Problems.
Bei der Methode der finiten Differenzen werden dabei die partiellen Ableitungen, die
in der Ausgangsgleichung auftreten, durch algebraische Differenzenquotienten ersetzt.
Dies fiihrt zu einem System von algebraischen Gleichungen, die auf den jeweiligen Git-
terpunkten des Definitionsbereichs gelost werden miissen. Da die auftretenden algebrai-
schen Gleichungen h#ufig miteinander gekoppelt sind, sind die in der Linearen Algebra
entwickelten Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen von besonderer Be-
deutung. Die Methode der finiten Differenzen wurde, angefangen mit NG AND WONG
[1979], in zahlreichen Arbeiten [GOMBOSI AND OWENS, 1980; OWENS AND GOMBOSI,
1981; WONG, 1982; KOTA ET AL., 1982; SCHLUTER, 1985; RUFFOLO, 1991; RUFFO-
LO, 1995; ZHANG, 1995] verwendet. Die Approximation durch finite Differenzen bringt
jedoch einige Schwierigkeiten mit sich, auf die in der Vergangenheit zu Recht hingewie-
sen wurde [EARL, 1985; Na, 1990]. Speziell die Arbeiten von GOMBOSI AND OWENS
[1980] und OWENS AND GOMBOSI [1981] sind ein Beispiel dafiir, daf$ eine unsach-
geméfe Anwendung des (finite) Differenzenverfahrens zu sehr ungenauen Ergebnissen
fithren kann.

Es soll hier aber nicht der Eindruck erweckt werden, dafi die bei der Umsetzung in ein
Differenzenverfahren auftretenden Schwierigkeiten prinzipiell nicht zu beherrschen sind.
Die Losung der Transportgleichung mittels finiter Differenzen stellt zwar kein Modell-
problem dar, ist aber mit fortgeschrittenen numerischen Algorithmen zu bewéiltigen.
Der Bereich der numerischen Mathematik hat in den letzten Jahren in Verbindung
mit der Verbreitung des Computers eine rasante Entwicklung durchgemacht, so dafl
mittlerweile eine Vielzahl von numerischen Methoden existiert.



Kapitel 3

Das Differenzenverfahren

Im folgenden Kapitel wird die Approximation der Transportgleichung durch finite Differen-
zen durchgefiihrt. Der Leser, der nicht an den hier vorgestellten mathematischen Methoden
interessiert ist, kann dieses Kapitel iiberschlagen. Es sei dennoch ausdriicklich darauf hin-
gewiesen, daf} erst diese Methoden es ermoglichen, zuverlidssige numerische Losungen fiir
allgemeine Ausbreitungsbedingungen zu berechnen, die die Grundlage fiir den Vergleich mit
den gemessenen Daten bilden.

3.1 Die Anforderungen an das Differenzenverfahren

Bevor die Diskretisierung der Transportgleichung vorgenommen wird, ist es notwendig, die
gestellten Anforderungen an das Differenzenverfahren klar zu formulieren. Zur besseren Uber-
sicht werden die Anforderungen in folgende Bereiche untergliedert:

1. Die mathematischen Anforderungen fiir lineare PDGIs setzen fiir das Differenzenschema
Stabilitdt und Konsistenz voraus. Die Integration von PDGIs in der Zeit kann grob ge-
sagt auf die Integration eines gewthnlichen Differentialgleichungssystems zuriickgefiihrt
werden (vgl. J. D. ANDERSON ET AL. [1992], S. 187f.). Daher ist es angebracht,
die Eigenschaften von Differenzenverfahren wie Konsistenz und Stabilitdt anhand von
gewoOhnlichen Differentialgleichungen einzufiihren. Mathematisch exakte Definitionen
dieser Begriffe findet man z. B. bei GROSSMANN UND RooOs [1994], S. 18. Die Sta-
bilitéit eines Differenzenverfahrens kann man sich anschaulich so vorstellen, daf3 sich
die bei einer Rechenmaschine unvermeidlichen Rundungsfehler im Laufe der Rechnung
nicht verstiarken und unbeschrénkt anwachsen. Die Konsistenz ist entsprechend gleich-
zusetzen mit der korrekten Approximation des Differentialoperators im Diskreten.

Liegen sowohl Stabilitdt als auch Konsistenz eines Differenzenverfahrens fiir eine lineare
PDGI vor, so ist das Verfahren nach Laz’ A quivalenztheorem (siche RICHTMYER AND
MORTON [1967], S. 45f.) konvergent. Man definiert Konvergenz auch folgendermaflen
(vgl. GROSSMANN UND Roos [1994], S. 17):

Ein Differenzenverfahren heifit konvergent von der Ordnung k in der Maximumsnorm,
wenn gilt
max |((w;) — ;| < CA* (3.1)
7
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d. h. der Wert der numerischen Lésung mit der grofiten Abweichung von der exakten
Losung wird unter die Schranke CAzxF gedriickt. Fiir den Grenzwert lima,_.g streben
somit alle Werte der numerischen Losung gegen die exakte Losung. Die Konstante C
ist unmittelbar mit der gewéhlten Diskretisierung verkniipft und prégt entscheidend
die Genauigkeit der numerischen Losung, da Az, beschriankt durch die zur Verfiigung
stehende Rechenkapazitét, nicht beliebig verkleinert werden kann.

Die physikalischen Anforderungen ergeben sich aus dem Umstand, daf§ die Transport-
gleichung einen physikalischen Sachverhalt beschreibt und somit physikalischen Prinzi-
pien unterworfen ist. Es gilt, die Einhaltung dieser Prinzipien iiber die mathematische
Approximationsordnung zu stellen. Ein klassisches Beispiel aus der Numerik stellt die
Diskretisierung der Schwingungsgleichung eines harmonischen Oszillators dar, bei der es
bei einer ungeschickten Wahl des Differenzenverfahrens wie z. B. eines leapfrog-Schemas
zu einer Abhéngigkeit der Periode von der Wahl des Zeitschrittes kommen kann (vgl.
HOCKNEY AND EAsTWOOD [1988], S. 107ff.).

Fiir die hier zu betrachtende Transportgleichung werden zwei Anforderungen an das
Differenzenverfahren gestellt:

(a) Das Differenzenverfahren muf konservativ sein, d. h. es muf§ den Charakter der
Erhaltungsgleichung (2.58) bewahren und darf weder Phasenraumdichte erzeugen
noch vernichten.

(b) Eine negative Phasenraumdichte ist nicht definiert und darf daher vom Differen-
zenverfahren nicht erzeugt werden.

Die nur begrenzt zur Verfiigung stehende Rechenkapazitit legt eine im Verhéltnis zum
Rechenaufwand moglichst hohe Konvergenzordnung des Differenzenverfahrens nahe. Ei-
ne quadratische Konvergenzordnung in allen Variablen ist, wenn moglich, anzustreben,
um mit der durch die Rechenkapazitit begrenzten Gitterauflésung eine zufriedenstel-
lende numerische Approximation zu gewé#hrleisten.

3.2 Die Approximation durch finite Differenzen

Die Diskretisierung der Transportgleichung ist bereits ein so komplexes Problem, dafl es
angebracht ist, in drei Schritten vorzugehen:

1.
2.
3.

Diskretisierung des rdumlichen-Transportes bzw. s-Transportes (Abschnitt 3.2.1.1)
Diskretisierung des Pitchwinkel-Transportes bzw. p-Transportes (Abschnitt 3.2.2)

Zusammentfiigen des s- und p-Transportes zum vollsténdigen Differenzenverfahren (Ab-
schnitt 3.2.3)

Dabei ist das dquidistante Gitter, auf dem die Differenzengleichungen geltst werden sol-
len, folgendermaflen definiert:

u-Gitter: ,ui:—l—l—(i—l-%) Ap i=0,1,..,1 -1 mit Idéf%u

s-Gitter:  s; = jAs 7=0,1,...,J
7-Gitter: 7" =nA7 n=0,1,....N
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3.2.1 Der s-Transport
3.2.1.1 Die Diskretisierung

Die lineare Advektionsgleichung (von hyperbolischem Typ)

aC ¢ . def
9 + g = 0 mit a = g, i >0 (3.2)
1483t sich mit dem expliziten first-order-upwind- Verfahren (siche GROSSMANN UND ROOS

[1994], S. 385ff.) diskretisieren:

gt o= Gl -G (3.3)
bzw. C;-H_l = ¢ =7 — i) fir p; <0

mit y; = | ,uﬂ% und der Stabilitdtsbedingung!
v<1 (Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung) (3.4)

Ist die CFL-Bedingung erfiillt, so ist das explizite Schema stabil in der Maximumsnorm,
konsistent und konvergent von der Ordnung eins. Zudem gilt das Maximumsprinzip (inverse
Monotonie bzw. von monotoner Art)

inf ¢ < M < sup(f (3.5)
J J

d. h. durch den minimalen und maximalen Funktionswert der Anfangs- und Randbedingung
wird der Bereich, in dem die Losung im zeitlichen Verlauf variiert, festgelegt. Speziell fiir
positive Anfangs- und Randbedingungen ergeben sich ausschliefilich positive Funktionswerte.

Das first-order-upwind-Verfahren erfiillt somit die Bedingung, daf} keine negativen Funk-
tionswerte erzeugt werden. Auflerdem ist es konservativ, da der Betrag, der an einem Gitter-
punkt subtrahiert wird, am benachbarten Gitterpunkt wieder addiert wird.

Typisch fiir explizite Verfahren ist die Stabilitétsbedingung, die den Zeitschritt A7 an
die rdumliche Gitterweite As koppelt. Explizite Verfahren haben den Vorteil, dafl die Funk-
tionswerte C;‘H der (n + 1)-ten Zeitschicht sukzessiv aus den Funktionswerten (7 der n-ten
Zeitschicht berechnet werden kénnen. Im Gegensatz dazu berechnen implizite Verfahren alle
Funktionswerte ("' gleichzeitig, indem ein Gleichungssystem invertiert wird, das alle (7
mit allen (7 koppelt. Im allgemeinen ist dadurch der Rechenaufwand fiir implizite Verfahren
grofler, dafiir kann der Zeitschritt aber beliebig gewihlt werden, da kein Stabilitétskriterium
die Wahl des Zeitschrittes beschrénkt (vgl. J. D. ANDERSON ET AL. [1992], S. 93). Fiir die
hier zu berechnende Advektionsgleichung ist es jedoch nicht angebracht, ein implizites Ver-
fahren zu wahlen, da sich die Losung auf kleinen zeitlichen Skalen #ndert und ein zu grofer
Zeitschritt zu numerischen Losungen fiihrt, die die analytische Losung nur sehr schlecht appro-
ximieren. Auflerdem bringen implizite Verfahren durch die Berechnung eines Funktionswertes
(;LH unter Einbeziehung aller (7' eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Informa-
tion mit sich (vgl. ROACH [1982], S. 85f.), was im Gegensatz zu der analytischen Losung der
Advektionsgleichung steht.

'Da nach der Gleichung (2.68) AT = v At ist, bedeutet dies, daf8 der eigentliche Zeitschritt At mit zuneh-
mender Geschwindigkeit v immer kleiner gewahlt werden muf}, um die Stabilitédtsbedingung einzuhalten.
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(s,t)

Abbildung 3.1: Drei ausgewéhlte Funktionswerte ([ sind iiber der s-t-Ebene dargestellt. Die
durch den Gitterpunkt (j,n + 1) fithrende Charakteristik ist eingezeichnet
und kann auf die n-te Zeitschicht zuriickverfolgt werden, die im Punkt P*
geschnitten wird.

Die Losung der Advektionsgleichung (siehe Abschnitt 2.2) 148t erkennen, dafl sich die
Anfangsverteilung (3 mit der endlichen Geschwindigkeit a entlang der rdumlichen Koordina-
te s ausbreitet. Ist die Anfangsverteilung eine monotone Funktion, so wird diese Eigenschaft
durch den Transportvorgang nicht veréndert. Es ist daher naheliegend zu fordern, daf} die
monotonieerhaltende Eigenschaft

0 0 0 0
G <Gy bzw. ¢ > (G = S Gy bzw. G > (P

auch von dem numerischen Verfahren erfiillt wird, so wie es ROE [1986] ausfiihrlich diskutiert.

Er weist darauf hin, dafl es kein Schema gibt, das zweiter Ordnung und gleichzeitig mono-
tonieerhaltend ist. Dies wird auch als Godunov’s Theorem bezeichnet. Godunov hat auflerdem
gezeigt, dafl das monotonieerhaltende lineare Schema mit dem geringsten Approximations-
fehler das first-order-upwind-Schema ist.

Die Tatsache, dafl das first-order-upwind-Schema monotonieerhaltend ist, 1483t sich an-
hand der Abbildung 3.1 erkennen. Es ist die Charakteristik eingezeichnet, die den Gitterpunkt
(j,n + 1) schneidet. Wihrend des Zeitschrittes A7 ist die Information somit auf dieser Cha-
rakteristik vom Punkt P* zu dem Gitterpunkt (j,n + 1) gewandert. Das first-order-upwind-
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Verfahren kann nun als lineare Interpolation des Funktionswertes am Punkt P* aufgefafit
werden.

Gilt die CFL-Stabilitdtsbedingung, d. h. v < 1, so liegt der Punkt P* immer in dem
Intervall [j — 1, j]. Dadurch wird aber der monotone Verlauf der Anfangsbedingung gewahrt.
Ist die CFL-Stabilitéitsbedingung hingegen verletzt, so handelt es sich bei dem Verfahren
nicht mehr um eine Interpolation, sondern um eine Extrapolation. Dies fiihrt zu einem nicht
stabilen Schema.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl das first-order-upwind-Schema von der Konver-
genzordnung eins ist. Um den daraus resultierenden Diskretisierungsfehler zu ermitteln, ist
es iiblich, die Gleichung (3.3) in einer Taylorreihe zu entwickeln (siche D. A. ANDERSON ET
AL. [1984], S. 85):

0 0 AT 02 As 2 AT)? 03 As)? 93 _
ang“ia_i T afg Himy 8sg : 6) 87’§ - 6) 8—s§+ wo mit >0 (36)

Statt nur die linke Seite der Gleichung zu 16sen, wird durch das first-order-upwind-Schema
eine PDGI gel6st, die wesentlich komplexer ist als die Advektionsgleichung und deren Zusatz-
terme auf der rechten Seite aufgefiihrt sind. Zum besseren Verstdndnis der Gleichung (3.6)
konnen die zeitlichen Ableitungen in rdumliche Ableitungen umgewandelt werden, so daf
man folgende modifizierte Gleichung (siche WARMING AND HYETT [1974]) erhélt:

¢ 0¢  mils ¢ pi(As)? 03¢
5, thige = —5 U=gg - =@ =3 +1)53
+ 0[(As)3, (As)’AT, As(AT)%, (AT)?)] (3.7)

Betrigt v = 1, so ist zu erkennen, dafl der Diskretisierungsfehler verschwindet. Das first-
order-upwind-Schema ist fiir diesen Spezialfall exakt, da der oben definierte Schnittpunkt P*
der Charakteristik mit der n-ten Zeitebene genau durch den Punkt (7', fiihrt. Aus der
Gleichung (3.3) wird somit

qH_l = C]T’_l fir p; >0
bzw. Y= ¢y fiir p <0 (3.8)

Es erscheint somit erstrebenswert, die Gitterweiten des rdumlichen und zeitlichen Rasters so
zu wihlen, dafl v = 1 erfiillt ist. Dies ist aber eine wesentlich stirkere Restriktion als die bis-
herige Bedingung v < 1. Hinzu kommt die Schwierigkeit, daf die Restriktion v = p; A7/As
fiir alle p1; bei gleichem As und A7 gelten mufl. Dies ist natiirlich nicht zu erfiillen. Betrachtet
man erneut das Bild der Charakteristik, so ist zu erkennen, dafl eine exakte Approximation
auch dann moglich ist, wenn sich die Information um Vielfache von As wihrend eines Zeit-
schrittes fortpflanzt. Dies ist gleichbedeutend mit v = [, I € N. Wahlt man nun bei einem
dquidistanten p-Gitter das rdumliche und das zeitliche Raster so, daf} fiir den kleinsten pu;
Wert pimin die Bedingung v = 1 erfiillt ist, so ergibt sich fiir die anderen -Werte ein ganz-
zahliges Vielfaches. Diese Methode des exakten s-Transportes verwendet RUFFOLO [1991]
in seinem numerischen Verfahren. Ein erheblicher Nachteil dabei ist das Stabilitdtskriteri-
um As = pminA7, das bei einem feinauflésenden p-Gitter und damit kleinen gy zu sehr
kleinen rdumlichen Gitterweiten As bei vorgegebener zeitlicher Gitterweite At zwingt. Dies
fithrt wiederum zu einem hohen Rechenaufwand, der einen groflen Bedarf an CPU-Zeit und
Arbeitsspeicher zur Folge hat.
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Um diesen hohen Rechenaufwand zu umgehen und trotzdem die Vorteile der exakten
Diskretisierung zu nutzen, kénnen As und A7 so gewéahlt werden, dafl die Bedingung v =1
fiir den hochsten p-Rasterpunkt pimay erfiillt ist. Die rdumliche Ausbreitung im hochsten p-
Rasterpunkt ist fiir die Bestimmung der Einsatzzeit des Ereignisses fiir einen Beobachter an
dem Ort z; von entscheidener Bedeutung, da die Teilchen hier ihre hochste Ausbreitungsge-
schwindigkeit erreichen (umax & 1). Breiten sich die Teilchen aufgrund des Diskretisierungs-
fehlers mit x4 > 1 aus, so kann dies fiir energiereiche Teilchen (v ~ Lichtgeschwindigkeit)
bedeuten, daf die effektiven Ausbreitungsgeschwindigkeiten v = pv entlang der Magnetfeld-
linie Uberlichtgeschwindigkeit erreichen. Dies steht offensichtlich im Widerspruch zur Physik.

Da nur fiir pmax eine exakte Diskretisierung erreicht wird, soll nun der Diskretisierungs-
fehler der Gleichung (3.7) erneut betrachtet werden. Die geraden Ableitungen auf der rechten
Seite von Gleichung (3.7) werden als Dissipationsfehler, die ungeraden als Dispersionsfeh-
ler bezeichnet (vgl. D. A. ANDERSON ET AL. [1984], S. 84). Diese Bezeichnungen werden
verstidndlich, wenn man das first-order-upwind-Schema mit Hilfe der Fourier-Stabilit&tstech-
nik (nach von Neumann) untersucht (vgl. J. D. ANDERSON ET AL. [1992], S. 95ff.). Da
es sich bei der Advektionsgleichung um ein lineares Problem mit konstanten Koeffizienten
handelt, kann die Anfangsbedingung als Fourierreihe geschrieben werden, deren einzelne Ter-
me sich mit einer separaten Zeitabhingigkeit entwickeln. Diese zeitliche Entwicklung fiihrt
schlieBlich zu dem sogenannten Verstirkungsfaktor G, der im allgemeinen eine komplexe

Funktion ist, die sowohl von ~ als auch von 3 def km, - As (kn,: Wellenzahl) abhéngt. Fiir das
first-order-upwind-Schema ergibt sich der Verstarkungsfaktor

G = (1 -+ ycos(8)) — i(ysin(B)) (3.9)
Der Betrag des Verstarkungsfaktors
Gl = V(1 =7+ cos(8))? + (—ysin())? (3.10)

gibt die Verstidrkung der Harmonischen pro Zeitschritt an. Ein exaktes Schema der Advek-
tionsgleichung wiirde jede Harmonische mit dem Faktor 1 “verstidrken”, d. h. die Amplitude
nicht verdndern. Wie leicht zu erkennen ist, gilt dies nur fiir v = 1. Fiir v < 1 werden die
Harmonischen geddmpft und zwar um so stérker, je kleiner v und je grofier 5 (je kleiner die
Wellenlénge) ist. Der Phasenwinkel des Verstiarkungsfaktors

¢ = arctan (%) — arctan <1 __ijifyl(cii(ﬂ)> (3.11)

gibt die zeitliche Entwicklung der Phase der Harmonischen pro Zeitschritt an.
Der relative Phasenfehler ergibt sich aus dem Verhéltnis zwischen dem Phasenwinkel des
first-order-upwind-Verfahrens ¢ und dem Phasenwinkel ¢, der durch die Advektionsgleichung

bedingt ist:
¢ _ arctan[(—ysin(B))/(1 — v+ ycos(B))]
Pe —Bv
Auch hier ist zu erkennen, daf fiir v = 1 die Phasenwinkel ¢ und ¢, identisch sind, d. h. der
relative Phasenfehler gleich eins ist. Fiir 0.5 < «v < 1 ergibt sich hingegen ein vorauseilender
Phasenfehler. Die Harmonischen breiten sich somit schneller aus, als die Ausbreitungsge-
schwindigkeit p; vorgibt. Ist hingegen v < 0.5, so ergibt sich ein nacheilender Phasenfehler,
der zu einer geringeren Ausbreitungsgeschwindigkeit fiihrt.

(3.12)



3.2. DIE APPROXIMATION DURCH FINITE DIFFERENZEN 53

WARMING AND HYETT [1974] haben nun gezeigt, dafi die Dissipationsfehler der mo-
difizierten Gleichung direkt den Betrag des Verstarkungsfaktors beeinflussen, wihrend der
Dispersionsfehler fiir den relativen Phasenfehler verantwortlich ist. Da das first-order-upwind-
Verfahren sowohl einen ausgeprégten Dissipations- als auch einen Dispersionsfehler hat, leidet
es unter dem Problem, dafl starke Gradienten im Laufe der zeitlichen Entwicklung “ausge-
schmiert” werden, was auch héufig als numerische Diffusion bezeichnet wird ([D. A. AN-
DERSON ET AL., 1984], S. 92). Andere Autoren (z. B. RoAcH [1982], S. 65, WONG [1982],
S. 22) verstehen unter der numerischen Diffusion nur den ersten Term auf der rechten Seite
der modifizierten Gleichung (3.7):
9%¢

piAs
=752 (3.13)

2

Wie bereits festgestellt wurde, gibt es kein lineares Verfahren, das sowohl monotonieerhal-
tend als auch von zweiter oder héherer Konvergenzordnung ist. Speziell bei Verfahren zweiter
Ordnung tritt haufig das Problem auf, daf der fithrende Fehlerterm auf der rechten Seite der
modifizierten Gleichung eine ungerade Ableitung beinhaltet, wodurch das Verfahren im we-
sentlichen unter einem Dispersionsfehler leidet. Bei starken Gradienten der Lésung kommt es
dann zu einem unerwiinschten “Uber- und Unterschwingen”, das die Monotonieerhaltung des
Verfahrens verletzt (eine ausfiihrliche Diskussion findet man in LEVEQUE [1992], S. 173ff.).

BoRris AND Book [1973] haben mit dem nichtlinearen expliziten Differenzenverfahren
SHASTA den sogenannten fluz-corrected transport (FCT) eingefiihrt, um eine hohere Kon-
vergenzordnung (> 1) mit der Monotonieerhaltung zu vereinbaren. Die Anwendung des FCT
auf diverse Verfahren, wie z. B. auch das first-order-upwind-Verfahren (Donor Cell) erfolgte
in einer weiteren Verdffentlichung von BOok, BORIS AND HAIN [1975]. ZALESAK [1979] hat
schliellich den FCT in einer verallgemeinerten Form geschrieben, um eine Erweiterung des
Verfahrens auf den zweidimensionalen Fall zu erreichen. Die Grundziige des FCT fiir den
eindimensionalen Fall seien hier nach ZALESAK [1979] kurz aufgefiihrt:

Fat man die Diskretisierung der Advektionsgleichung als eine Unterteilung in kleine
Volumina auf, so wird auch von dem control volume approach gesprochen (vgl. ROACH [1982],
S. 25ff.):

r

ﬂ+1 _/mn F’n
¢ ¢ =2 (3.14)

j J j+1/2
AT + As

L
1. Der Fluf3 Fj+1/2

wird berechnet.

fiir ein Schema mit niedriger Ordnung, das monotonieerhaltend ist,

2. Der Fluf Fﬁrl/2

3. Der “antidiffusive Fluf3” wird definiert:

fiir ein Schema hoherer Ordnung wird berechnet.

def —~H L

Ajrrje = Fiap = Fiip (3.15)

4. Die Losung der Advektionsgleichung wird mit dem Schema niedriger Ordnung um einen
Zeitschritt vorangefiihrt (“transported and diffused”):

W _ ¢n AT(

L L
Y ol G RV Fj—l/z) (3.16)
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5. Der “antidiffusive Flu8” A; /5 wird so eingeschrénkt, daf} die CZ-"H nach Schritt 6 keine
Extrema aufweisen, die nicht in Cz‘?d oder ("™ vorhanden sind:

AS) g = CiaappAjpe 0 < Cippp <1 (3.17)
Bei den U} /o handelt es sich um nichtlineare Funktionen, die sogenannten Fluxlimiter.

6. Der beschriankte “antidiffusive Fluf}” wird in einem weiteren Schritt auf die (;-d ange-

wendet: A
n T
Gt =¢t - As (A?H/z - Af_1/2> (3.18)

Wie zu erkennen ist, ist der FCT konservativ, da der Fluf}, der aus einer “Zelle” stromt,
in die “Nachbarzelle” eintritt.

Fiir das first-order-upwind-Schema als das Schema niedriger Ordnung ergeben sich somit
konkret folgende Schritte:

1. Der FluB FF iiber die “Zellgrenze” wird berechnet.?

Jj+1/2
Fi1jy = ajir ol (3.19)

2. Als Schema hoherer Ordnung bietet sich das Laz- Wendroff-Schema an, da es eines der
einfachsten Schemata zweiter Ordnung ist (siche D. A. ANDERSON ET AL. [1984],
S. 101f.; SmITH [1985], S. 181f.).

ntl _ en_ Tem o en P en _gen i en

Cj - C] 2 (C]—i—l C]—l) + 2 (C]-i—l 2(_7 +C]—1)

= (' = (Cjn - C;'L—1) -n (C;'L+1 — 2G5 + C;'L—l)

= G (G = Gh) = (G — 2 +Gy)  fir a<0

Die Verallgemeinerung auf einen raumlichen Verlauf a(s) fithrt zu

bzw. C;Hrl

O o= G = (G = v-1261)

— Njt1y2 (CGor = CF) +n-1y2 (G — ¢Ga) (3.20)

mit 112 = ajy1/0/32  und g0 = 34172 (1= V41/2)

n 1 n n

Fitiys = aji1/2G) + 5055172 (1= %5172) (G = ) (3.21)

3. 1

def n n
Ajirye = Fiias = Fiiaps = 505012 (1= 55072) (G = ) (3.22)
4. A
n T n n n n n

;d =¢ — As (%‘+1/2Cj - aj+1/2§j_1) =G — Vj+1/2 (Cj - Cj—l) (3.23)

2Fiir das first-order-upwind-Schema gilt: ai+1/2 = a da a(s) = const. Die Beriicksichtigung eines raumlichen
Verlaufs a(s) # const stellt eine Verallgemeinerung dar, auf die spéter zuriickgegriffen wird.
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5. Es sei

(n—(n
Oy & 317]; das Verhéltnis der Gradienten (linksseitig)
j+1 6
def  Cir2 — G
O, = -1 =" das Verhiltnis der Gradienten (rechtsseitig)

n —_—

Y
Es sind folgende Fille zu unterscheiden:
(a) ((fy1—¢) >0

L0 >n4p = Cup=1

O,
ii. 0<0O; <n, = C; =
Ij = 1Mj+1/2 J+1/2 Tit1)2
iii. @U <0 = Cj+1/2 =0
(b) (1 —¢) =0
Ciy12=0

(© (G —¢f) <0

1. 61"] > Nj+1/2 = Cj+1/2 =1

O
Nj+1/2

1ii. 61"] <0 = Cj+1/2 =0

i. 0<0y<nj112 = Cjrip=

Eine detaillierte Diskussion der Fluxlimiter C';; /o findet sich bei ZALESAK [1979]. Dort
werden auch weitere kompliziertere Fluxlimiter erortert.

G =G = migaye (G — ) Ciaayz +mimay2 (¢ — Gor) Ciorge (3.24)

Das so erhaltene Schema kombiniert die gewiinschten Eigenschaften des first-order-upwind-
Verfahrens mit denen des Lax-Wendroff-Verfahrens. Das first-order-upwind-Verfahren ist
auch in der Ndhe von starken Gradienten der Losung monotonieerhaltend, was durch die
inhdrente numerische Diffusion bedingt ist, wihrend das Lax-Wendroff-Verfahren bei glat-
tem Verlauf der Losung eine Konvergenzordnung von zwei erméglicht. Man kann daher sagen,
dafl der FCT in Abhéngigkeit vom Losungsverlauf das richtige Mafl an numerischer Diffusion
zulaft.

Der einfache Testfall einer “Rechteckwelle” 148t sich sowohl bei Book, BORIS AND HAIN
[1975] als auch bei SCHLUTER [1985], S. 44f. nachvollzichen. Eigene Berechnungen haben ge-
zeigt, daf} sich mit dem FCT &hnlich gute Ergebnisse fiir den Fall einer sich ausbreitenden
“Stufenwelle” ergeben. Die Approximationsgenauigkeit des FCT ist dabei entscheidend von
der Grofle v abhéngig. Betrachtet man z. B. die Ausbreitung einer Anfangsfunktion, die iiber
einen groflen ridumlichen Bereich monoton wéchst, wie z. B. einen Ausschnitt aus einer Ex-
ponentialfunktion, und wahlt man zusétzlich eine nicht sehr feine Auflésung des raumlichen
Rasters, so ist das Ergebnis fiir v = 0.5 zufriedenstellend, wie in der Abbildung 3.2 (oben)
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zu erkennen ist. Die Approximationsgenauigkeit des FCT (Sterne) ist deutlich besser als die
des first-order-upwind-Verfahrens (Kreuze). Fiihrt man die gleiche Berechnung mit einem
v = 0.1 durch (siehe unteren Teil der Abbildung 3.2), so kommt es bei dem FCT zur Ausbil-
dung unerwiinschter “Terrassen”. Fiir die Fluxlimiter gilt dann im wesentlichen C} /2 =1,
so daf} der “antidiffusive Flu3” durch das Lax-Wendroff-Schema bestimmt ist. Der mit dem
Lax-Wendroff-Schema verbundene Dispersionsfehler fiihrt aber zu den in Abbildung 3.2 er-
kennbaren “Terrassen”, so dafl die numerische Losung nur noch im Mittel der analytischen
Losung folgt.

Es wire daher wiinschenswert, ein Verfahren zu haben, das einerseits die oben genannten
positiven Eigenschaften des FCT besitzt und andererseits in so extremen Féllen wie z. B. dem
der “Exponentialwelle” bessere Ergebnisse als das first-order-upwind-Verfahren liefert. Eine
relativ groe Auswahl von Fluzlimitermethoden ist von SWEBY [1984] untersucht worden. Die
folgenden Ausfiithrungen folgen im wesentlichen seiner Arbeit.

Das Hauptinteresse SWEBYs [1984] bei seiner Untersuchung ausgewéhlter Schemata rich-
tet sich darauf, ob diese im Verlauf der Berechnung Oszillationen, wie z. B. das Lax-Wendroff-
Schema, entwickeln. Um die Oszillation besser zu beschreiben, wird der Begriff der Total
Variation (engl.: total = absolut) TV (("*!) der numerischen Losung definiert

TV (¢"H) & 3

J

= | (3.25)

Von Interesse sind nun die Verfahren, deren TV im Laufe der Berechnung entweder konstant
bleibt oder kleiner wird. Diese Eigenschaft

TV (¢"1) < TV (¢") (3.26)

wird als Total Variation Diminishing (TVD) (engl.: diminishing = abschwéchend) bezeich-
net. TVD-Verfahren sind prinzipiell monotonieerhaltend. Die von SWEBY [1984] untersuchten
Verfahren lassen sich leider nicht direkt mit dem FCT von BORIS AND BOOK [1973] verglei-
chen. Zwei grundlegende Unterschiede verhindern dies: Zum einen ist der FCT Algorithmus
ein Zweischrittverfahren (Schritt 4. und 6.), wéihrend hier Einschrittverfahren betrachtet wer-
den; und zum anderen ist der Fluxlimiter des FCT auf maximal eins begrenzt, wahrend durch
die TVD ein groBerer Bereich (maximal zwei) zur Verfiigung steht:
Zunéchst wird der FluB fiir das Lax-Wendroff-Schema berechnet

Fiy12 = a1 + %%’H/z (= vjs12) (G =) o5 fir ajpap >0 (3.27)
wobei der zweite Term mit einem Fluxlimiter ¢; versehen wird. Dieser Fluxlimiter ist eine
Funktion

¢ =¢(©;) mit 0, G =Gt (3.28)
G+1— G

von dem Verhiiltnis benachbarter Gradienten, das ein Ma#f fiir die Glattheit der Daten hergibt.
Zusitzliche Anforderungen werden nun an die Funktion ¢(O;) gestellt, damit das Verfahren
konsistent ist, sich in Regionen glatter Losung wie von zweiter Ordnung verhélt und zusétz-
lich die TVD-Bedingung erfiillt. Im Gegensatz zu den Fluxlimitern C} /5 des FCT ist die
Funktion ¢(©;) nicht von 7 und damit auch nicht indirekt von  abhéngig, so daf sich auch
fiir v < 1 gute Resultate erzielen lassen.
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8 200 s . AR A B S . :
= | | | o + . first—order—upwind
T e T RCT
ol | | o O  Fluxlimiter

— C analytisch

N 200 f.r ''''''''''''''''' o o b P . .
I | | | A + . first—order—upwind
176 T b % T RCT
Fop O  Fluxlimiter
W5O I [ [ T T

— _ analytisch

Abbildung 3.2: Die numerisch berechneten Losungen fiir den Testfall einer “Exponential-
welle” sind fiir drei verschiedene Verfahren dargestellt, wobei zusétzlich die
analytische Losung als durchgezogene Kurve eingezeichnet ist. In der obe-
ren Abbildung wurde v = 0.5 (40 Zeitschritte) und in der unteren v = 0.1
(200 Zeitschritte) gewéhlt.
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Eine Reihe von verschiedenen Fluxlimitern mit den eben beschriebenen Eigenschaften wer-
den von SWEBY [1984] abgeleitet und fiir verschiedene Anfangsbedingungen (Rechteckwelle
und sin?-Welle) im zeitlichen Verlauf ihrer numerischen Losungen miteinander verglichen.

Der im weiteren verwendete Fluxlimiter ist der monotonized-centered-limiter von VAN
LEER [1977]

$(©) = max [O,min <2@, ?, 2>] (3.29)
der sich nicht unter den von SWEBY [1984] untersuchten Fluxlimitern befindet. Man kann
sich jedoch davon iiberzeugen, dafl er den geforderten Eigenschaften geniigt.

Ist das Verhéltnis benachbarter Gradienten ©; nicht zu bilden, da entweder der Nenner
identisch verschwindet oder die Stiitzstellen (; am Rand des Gitters nicht definiert sind, so
ist der Fluxlimiter ¢; gleich null zu setzen. Der FluB F};  , reduziert sich dann auf den Fluf
des upwind-Verfahrens, womit sich natiirlich auch die Konvergenzordnung reduziert.

Nachdem nun der Flufl berechnet worden ist, kann die Losung um einen Zeitschritt vor-
angefiihrt werden

n n AT
G = G — As (Fjt1/2 — Fi—1/2) (3.30)

Das hier beschriebene Schema kann leicht an den Fall a < 0 angepafit werden, bei dem sich
im wesentlichen nur die upwind-Richtung &ndert. Ein verallgemeinertes Schema, das sich
selbstindig auf das Vorzeichen von a einstellt, wird bei ROE [1986] beschrieben.

Testet man nun das Fluxlimiter-Verfahren mit der “Exponentialwelle”, so ergibt sich eine
bessere Approximation als mit dem FCT, wie man in der unteren Abbildung 3.2 erkennen
kann. Das Fluxlimiter-Verfahren ist demnach bei einem v < 1 dem FCT vorzuziehen, worauf
in den Abschnitten 4.5.1 und 4.5.2.1 Bezug genommen wird.

Berechnungen der Losungen der Transportgleichung mit dem FCT und dem Fluxlimiter-
Verfahren zur Approximation des s-Transportes haben kaum Unterschiede ergeben. Dadurch,
dafl der FCT von seiner Struktur her einfacher in einen Algorithmus umzusetzen ist als das
Fluxlimiter-Verfahren, ergibt sich ein Laufzeitvorteil des FCT. Aus diesem Grunde wird der
FCT-Algorithmus weiterhin fiir den s-Transport der Transportgleichung verwendet, wie schon
WoNG [1982] dies vorgeschlagen hat.

3.2.1.2 Die innere und dullere Grenze

Nachdem das Verfahren fiir den s-Transport diskutiert worden ist, gilt es nun, die duflere
Randbedingung den physikalischen Gegebenheiten anzupassen. NG AND WONG [1979] wihlen
fiir die innere Grenze einen radialen Abstand von 0.1 AU, wihrend RUFFOLO [1991] einen
Abstand von 0.01 AU bevorzugt. Fiir das hier verwendete Verfahren wird eine reflektierende
innere Grenze bei r = 0.05 AU festgelegt. Dies entspricht ungefihr einem Abstand von zehn
Sonnenradien, bei dem alle Feldlinien zum interplanetaren Raum hin offen sind und der
Sonnenwind radial abstrémt, ohne von der Sonnenrotation noch mitgefiihrt zu werden.

Die Wahl einer reflektierenden bzw. offenen inneren Grenze hat kaum Einflul auf die
numerische Losung, da die Fokussierung bei r = 0.05 AU bereits so dominiert, daf die meisten
Teilchen mit p < 0 vorher ihre Ausbreitungsrichtung umkehren.

Die Wahl der dufieren Grenze wird entscheidend durch die Ausbreitungsdauer der solaren
Teilchen festgelegt. Soll das mathematische Problem eine duflere Grenze im Unendlichen ha-
ben, so kann dies durch eine sich mit der Ausbreitung der Teilchen nach auflen verschiebenden
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Grenze erreicht werden. Wird die Ausbreitung der Teilchen jedoch iiber einen langen Zeitraum
verfolgt (GroBenordnung Tage) und haben die Teilchen grofie Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten, so kann dies zu einem allzu groBen Gebiet fiihren, auf dem die Transportgleichung geldst
werden mufl. Ein Ausweg besteht darin, die duflere Grenze so weit vom Beobachtungsort
entfernt zu positionieren, dafl sie praktisch keinen Einflul mehr auf die numerische Losung
am Beobachtungsort hat. Speziell fiir stationdre Losungen zeigt sich, dal es wichtig ist, daf
der Abstand zum Beobachter hinreichend grof ist.

Im oberen Teil der Abbildung 3.3 ist die omnidirektionale Intensitét gos der stationéren
Losung iiber dem radialen Abstand fiir typische Ausbreitungsparameter® aufgetragen. Mit
zunehmender omnidirektionaler Intensitdt sind die Kurven fiir unterschiedliche Absténde
6 AU, 12 AU, 24 AU und 48 AU der dufleren Grenze entlang der Feldlinie eingezeichnet. Die

duflere Grenze wird als offen angenommen.

Zum einen ist zu erkennen, daf§ die omnidirektionale Intensit&t mit zunehmendem Ab-
stand der duferen Grenze zunimmt, da sich der Einfluf§ der offenen Grenze verringert. Die
Teilchen kénnen an der offenen Grenze ungehindert entweichen, so daff eine Riickstreuung in
Richtung zur Sonne nicht stattfinden kann. Dadurch nimmt die omnidirektionale Intensitét
in der inneren Heliosphére ab. Zum anderen ist deutlich zu erkennen, dafl der Einflufy der
duBeren Grenze fiir kleine radiale Abstdnde geringer ist als fiir groffle. Grund hierfiir ist die
mit abnehmendem radialen Abstand zunehmende Fokussierung, die die PWV schliefilich so
stark dominiert, daf der relative Einflul der &ufleren Grenze vernachléssigt werden kann.

Im unteren Teil der Abbildung 3.3 ist die Anisotropie erster Ordnung &5 der stati-
ondren Losung iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Da die Anisotropie als Quotient
der Legendre-Koeffizienten gis und ggs definiert ist, macht sich hier die zunehmende omni-
direktionale Intensitét mit groBlerer Entfernung der &ufleren Grenze in einer Abnahme der
Anisotropie bemerkbar. Auf g5 hat die Lage der dufleren Grenze keinen Einfluf}; da g15 nach
der Gleichung (2.64) proportional zur Stromdichte ist, die wiederum nach der Kontinuit éts-
gleichung (2.61) fiir stationsire Verhltnisse réumlich konstant ist. Ahnlich verhilt es sich mit
den Legendre-Koeffizienten hoherer Ordnung, die von der hier vorgenommenen Verschiebung
der dufleren Grenze nur duferst geringfiigig beeinflufft werden (siehe Abschnitt 5.2).

Die Annahme einer offenen dufleren Grenze ist eine sehr unphysikalische Annahme, da
dies einem plotzlichen Verschwinden der Streuung (|| = 0o) entspricht. Wihlt man hingegen
teilweise reflektierende Grenzen, so kann die Auswirkung der dufleren Grenze gemindert,
aber nicht beseitigt werden, da die Art der Reflektion an die Ausbreitungsbedingungen nicht
allgemein angepafit werden kann.

Fiir die weiteren Berechnungen der numerischen Losung hat es sich gezeigt, daf§ die Wahl
der duBleren Grenze bei s, = 24 AU einen guten Kompromifl zwischen Rechenaufwand und
Realisierung einer unendlich weit entfernten &ufleren Grenze darstellt.

3Unter typischen Ausbreitungsparametern ist eine radial konstante Streuung, eine durch die Archimedische
Spirale des Magnetfeldes bestimmte Fokussierungsldnge, ein Pitchwinkelstreukoeffizient mit ¢ = 1.6, H =
0,6 = 0 und eine radiale mittlere freie Weglénge von A, = 0.3 AU zu verstehen.
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Abbildung 3.3: Die omnidirektionale Intensitéit gos (oben) und die Anisotropie {15 der stati-

onédren Losung sind in ihrem radialen Verlauf fiir unterschiedlich weit entfernte
duflere Grenzen dargestellt. Den Kurven sind mit zunehmender omnidirek-
tionaler Intensitét bzw. abnehmender Anisotropie folgende duflere Grenzen
entlang der Magnetfeldlinie s zugeordnet: 6 AU, 12 AU, 24 AU und 48 AU.
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3.2.2 Der p-Transport

Die lineare Konvektions-Diffusions-Gleichung (von parabolischem Typ)

o¢ 0 0 ¢
= 4+ — (b)) —=— [D(p) =) =0 3.31
3 ) o (pw3) (3.31)
1. I1. I11.
mit
def 1—p?
b(p) = 2L(s) (3.32)
def 3 1 .
D(p) = Z)\”(s) R(w) mit D(p) >0 (3.33)

ist eine PDGI, deren Diskretisierung schon mit einer gewissen Schwierigkeit verbunden ist.
Aus diesem Grund soll hier die Diskretisierung schrittweise vorgenommen werden, um so die
Aufgabe in iiberschaubare Abschnitte zu untergliedern.

I. Die Diskretisierung in der Zeit 7 erfolgt wie schon beim s-Transport durch eine einseitige
Vorwirtsdifferenz?
s ¢ - ¢

T=7"N
Dabei steht man wieder vor der Wahl, ob man die Werte ¢"*! explizit oder implizit
berechnen soll. Die Argumente fiir ein implizites Verfahren iiberwiegen, da

1. das Stabilitétskriterium fiir ein explizites Verfahren bei der Approximation eines
diffusiven Terms (siche RoACH [1982], S. 39)
1 (Ap)?
AT < =
"=32"D
sehr restriktiv sein kann. So fithrt z. B. eine Halbierung der p-Schrittweite zu einem
achtfachen Rechenaufwand.

(3.35)

2. der physikalische Vorgang der Diffusion gut durch die implizite Rechenweise —
die zwangslidufig auf die Invertierung einer Matrix fiihrt — wiedergegeben wird,
da so ([RoacH, 1982], S. 85f.) die unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Information entlang der raumlichen Koordinate gewihrleistet ist.

Das implizite Verfahren fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem
(" = B! (3.36)

dessen Koeffizientenmatrix fiir den p-Transport Tridiagonalgestalt annimmt. Zur Be-
stimmung des Vektors ("t! gibt es einen sehr effektiven® Algorithmus, der in der Li-
teratur unter verschiedenen Bezeichnungen gefiihrt wird: Verkiirzte GaufSelimination,

“Diese Art der Diskretisierung wird auch als Euler-Riickwirts bezeichnet, da bei impliziter Diskretisierung
der p-Differenzen die 7-Differenz relativ gesehen riickwérts erfolgt.

5Sei I die Anzahl der Gleichungen des Gleichungssystems, so ist der Rechenaufwand oc O(I), d. h. linear
(vgl. PRESS ET AL. [1989], S. 42).
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Faktorisierungsmethode, schnelle Gaufelimination, double loop method, passage method,
Thomas-Algorithmus, u. a. Die Grundidee des Algorithmus besteht in der Zerlegung
der Tridiagonalmatrix in das Produkt einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix
(LU- bzw. LR~Zerlegung). Nach dieser Zerlegung kann das Gleichungssystem in zwei
Durchléufen gelost werden.

FEine hinreichende Bedingung fiir die numerische Stabilitéit der verkiirzten Gauflelimi-
nation ist die schwache Diagonaldominanz (siehe Anhang C) der Zeilen der Koeffizien-
tenmatrix B (siche SAMARSK1J [1984], S. 37f.). Die Bedingung gewihrleistet einerseits
eine eindeutige Losung des Gleichungssystems (3.36), da es sich um ein hinreichendes
Kriterium fiir nichtsingulére M-Matrizen handelt, die per definitionem eine Inverse be-
sitzen und von denen bekannt ist, dafl eine LU-Zerlegung existiert (sieche WINDISCH
[1989], S. 39).

Andererseits wird durch die Bedingung sichergestellt, dafl maschinenbedingte Run-
dungsfehler sich nicht zu einem unakzeptablen Fehler des Losungsvektors ¢("t! auf-
akkumulieren.

Die schwache Diagonaldominanz fiihrt fiir den p-Transport zu folgendem Stabilitéts-
kriterium:

2

Fir A7 = v At = 0.01 AU und Ap = 0.05 ergibt sich fiir die Fokussierungslange L die
Ungleichung L > 0.01025, die bei einem Magnetfeld, das die Form einer Archimedischen
Spirale hat, fiir einen radialen Abstand r > 0.05 AU erfiillt ist.

Sowohl J. D. ANDERSON ET AL. [1992], S. 172 als auch PRESs [1989], S. 43 weisen
darauf hin, dafl sich die verkiirzte Gauflelimination in der Praxis auch dann als stabil
erwiesen hat, wenn die oben genannte hinreichende Bedingung nicht erfiillt war. Ei-
gene numerische Berechnungen haben bestétigt, dafl es sich bei dem Stabilitatskriteri-
um (3.37) um keine notwendige Bedingung fiir die Stabilitét des p-Transportes handelt.
Dies mag versténdlich sein, da zumindest die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssy-
stems (3.36) durch die M-Matrizeneigenschaften der Koeffizientenmatrix B (siche An-
hang C) gewihrleistet ist.

L > Ar <1 + %> (3.37)

Zur Diskretisierung des linearen Differentialoperators

0

o (b(1)C) (3.38)

kann je nach dem Vorzeichen von b(u) entweder die Riickwdrtsdifferenz

9
O

bi i bi— i—
- +1/26 A 1/26 1+O(Aﬂ) fiir b(p) >0 (3.39)

(b(1)C)

p=p

oder die Vorwdrtsdifferenz

bi i+1 — bi— i
- +1/26 +;Iu 1/26 +O(Ap) fiir b(u) <0 (3.40)

o
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verwendet werden. Diese Diskretisierung ist die gleiche, wie sie beim first-order-upwind-
Schema verwendet wurde (siehe Abschnitt 3.2.1.1), mit dem Unterschied, daf das first-
order-upwind-Schema auf den allgemeinen Fall eines variablen Koeffizienten b(u) er-
weitert wird. Diese Verallgemeinerung wird auch als donor-cell-Schema bezeichnet. Die
Wahl des Funktionswertes von b(u) an den Grenzen i — 1/2 und i + 1/2 des jeweiligen
Elementarvolumens (; ermoglicht eine genauere Approximation (vgl. RoAcH [1982],
S. 73)6. Neben der Approximation durch einseitige Differenzen gibt es noch die Moglich-
keit der Approximation durch die symmetrische bzw. zentrale Differenz’

~ 7] (CZ+1+CZ)AM 2 (CZ+CZ_1) +O((AM)2) (344)

H=p

wie sie auch bei WoNG [1982], S. 17 verwendet wird. Da die Werte fiir (; 41 /o und ¢;_1 /o
auf den Zellgrenzen nicht bekannt sind, werden hierfiir die arithmetischen Mittel der
entsprechenden Zellmitten verwendet. Betrachtet man die Fliisse iiber die Zellgrenzen,
wie in Abschnitt 3.2.1.1 bereits vorgestellt, so ergibt sich fiir die zentrale Differenz:

0

Fiv12 = Fio1po Git1 + G
o (b(p)¢)

= AL mit  Fiiq0 = bi-l—l/QT (3.45)

H=p

Der Vorteil der zentralen Differenz liegt in dem Approximationsfehler, der von quadrati-
scher Ordnung in Ay ist, wihrend die einseitigen Differenzen einen Approximationsfeh-
ler von linearer Ordnung in Ap haben. Auerdem ist die zentrale Differenz unabhéngig
von dem Vorzeichen von b(u) zu verwenden. Der Vorteil der einseitigen Differenzen ist
hingegen die bessere Stabilitidtseigenschaft, wie bei der Betrachtung der Stabilitét des
gesamten p-Transportes noch deutlich werden wird.

III. Bei der Diskretisierung des linearen Differentialoperators

5} ¢ .
o <D(u)@> mit  D(u) >0 (3.46)

ist wieder darauf zu achten, dafl das physikalische Prinzip der Teilchenzahlerhaltung
gewahrt wird. Differenzenverfahren, die diese Eigenschaft haben, werden als konserva-
tive Differenzenverfahren bezeichnet. Es bietet sich daher folgende Diskretisierung mit

5Wihrend RoAcH [1982] vorschligt, die b;4q s2 aus dem arithmetischen Mittel der Funktionswerte in den
entsprechenden Zellmitten zu bestimmen

bisyz & 76(””1); blis) (3.41)

haben eigene numerische Berechnungen gezeigt, daf fiir die Diskretisierung des u-Transportes die Wahl des
Funktionswertes an der Grenze der Zelle vorteilhafter ist

biy1/2 o b(Hit1/2) (3.42)

"Fiir den Fall, daB bit1/2 = bi_1/2 = const gilt, erhélt man die geldufigere Form

% 3 Gir1 — Gt
bau . K 2Ap

B=Hi

+0((Ap)*) (3.43)
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zentralen Differenzen an

0 8() Wit1/2 — Wi—1/2 2
2 (D(u +o((A 3.47
g (P, )|~ (&n)) (3.47)
mit
Gi Gi
Wit1/2 = D(u)g_fl‘u:uiﬂm = Gat1/2 +ZN (3.48)
G — Gi—1

o)
Wi—1/2 = D(M)%‘“:Mm :ai_lﬂT,u (3.49)

Die Koeffizienten® a;, /2 lassen sich nun so wéhlen, daf§ die Diskretisierung speziell an
den analytischen Verlauf von D(u) angepafit ist und das Verfahren auch in der Klasse
der stiickweise stetigen Koeffizienten konvergiert. Dies ist von besonderem Interesse, da
der Koeffizient %(u) fiir § = 1 und & # 0 eine Unstetigkeitsstelle bei y = 0 hat. Eine
Methode, die dies ermoglicht, ist die Integro-Interpolationsmethode von TICHONOV AND
SAMARSKIJ [1961]. Dabei wird wieder von der Vorstellung ausgegangen, daf} es sich bei
der Diskretisierung der PDGI durch das numerische Gitter um eine Unterteilung in Ele-
mentarvolumina handelt (control volume approach). Vorgegebene physikalische Erhal-
tungssitze miissen nun fiir die Elementarvolumina formuliert werden, um dann daraus
entsprechende Differenzenverfahren zu konstruieren. Die in diesen Erhaltungsgleichun-
gen enthaltenen Integrale und Ableitungen werden dabei durch Differenzenapproxima-
tion ersetzt. SAMARSKIJ [1984], S. 103ff., wendet die Integro-Interpolationsmethode auf
den hier zu diskretisierenden Differentialoperator an, was im folgenden kurz dargestellt
wird:

Betrachtet man die physikalische Herleitung der Diffusionsgleichung (siehe z. B. GERTH-
SEN UND VOGEL [1995], S. 238), so ist der Diffusionsstrom gegeben durch

w(p) = —D(M)@ = “on _ Din) (3.50)

Integriert iiber das Intervall u; < p < p;41 ergibt sich

Hit1 Hit1

_ [ w) dp
G — Git1 = / D) dp = Wiy1/2 / D) (3.51)
Hi i

unter der Annahme, daf8 w(u) ~ w;y1/, = const in dem betrachteten Intervall ist.
Daraus folgt der Niherungswert w; /5 fiir den Diffusionsstrom

-1

Mit1

~ CZ CZ . def 1 d

Wit1/2 = —Qiy1)2 Jiu mit G110 = A,u/ ('L;) (3.52)
i

8Die Koeffizienten a; sind nicht mit dem Koeffizienten a aus der Advektionsgleichung Abschnitt 3.2.1.1 zu

verwechseln.
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Schreibt man die Gleichung in eine Form um, bei der die Analogie zum Ohmschen
Gesetz ersichtlich wird
Fan G
def K i+1 — G4
R; = =—— 3.53
Tz D(p) Wi+t1/2 ( )

Hi

so erkennt man die Bedeutung des Integrals als Diffusionswiderstand R; /5 des Ab-
schnitts [, piy1]. Fiir den Koeffizienten a; /o kénnen Niherungen angegeben werden.
Nimmt man z. B. an, dal D(u) ~ D;,4 /2 = const in dem betrachteten Intervall ist, so
ergibt sich

air1/2 = Dig1)2 (3.54)
Im allgemeinen kann gesagt werden, dafi die Ndherung von a;; 1/, nur fiir PWSKs
verwendet werden sollte, die sich durch das gewé&hlte pu-Raster hinreichend gut appro-
ximieren lassen. Zeigt der PWSK innerhalb der Rasterauflésung weiterhin einen steilen
Funktionsverlauf, so kann dies durch die Wahl von a;y;/, aus Gleichung (3.52) teil-
weise kompensiert werden. Es ist aber darauf hinzuweisen, dafl bei einem zu groben
Raster bzw. zu steilen Verlauf des PWSK auch dies nicht viel niitzt, da die verwendete
Néherung w(p) =~ const in den p-Intervallen keine Giiltigkeit mehr besitzt.

Betrachtet man nun das p;_1/o-Gitter

pip=-1+iAp  i=0,1,.,0 mit < Aiu (3.55)
auf dem die a;;/o-Koeffizienten definiert sind, so wird deutlich, dafl es zum einen
um Ap/2 gegen das p,-Gitter der Funktionswerte ¢; verschoben ist und zum anderen
einen Gitterpunkt mehr besitzt. Die Randpunkte p_;/9 und pr_1/o kommen somit
genau auf den Intervallgrenzen des Definitionsbereiches von p zu liegen. Dies ist wichtig,
da so die Randbedingung? eines identisch verschwindenden Diffusionsstroms an den
Intervallgrenzen durch die folgende Wahl der Koeffizienten

a_1/2 =0 und a1_1/2 =0 (356)

beriicksichtigt werden kann.

Die korrekte Umsetzung der Randbedingung des p-Transportes bringt jedoch den Nach-
teil mit sich, daB das p;-Gitter der Funktionswerte (; die Werte pu; = 41 nicht ab-
deckt. Die maximalen p-Werte und damit die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit
Umax = MmaxV werden durch die Anzahl I der Gitterpunkte beschrankt:

Ap

1-1
Hmin/max = + <_1 + 7) ==+ —[ (357)

Es gibt keine Teilchen, die sich mit einer Geschwindigkeit vmax > v (I — 1)/I ausbrei-
ten konnen, was im Widerspruch zur Transportgleichung steht. EARL ET AL. [1995]

“Randbedingungen der Gestalt
o¢
aqa— =
ou
werden auch als Randbedingungen zweiter Art bzw. Neumann-Bedingungen bezeichnet (vgl. GROSSMANN UND
Roos [1994], S. 13).

0
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weisen darauf hin, dafl sowohl die finite Differenzen-Methode als auch die Monte-Carlo-
Methode dieser Einschrankung unterworfen sind. Lediglich die Methode der Entwick-
lung nach Eigenfunktionen als eine eher analytische Methode ist frei von diesem nume-
rischen Problem. Wihlt man eine typische Rasterauflésung von I = 40, so ist der Wert
Pmin/max = F0.975 jedoch so dicht bei F1, dafl sich der Unterschied kaum bemerkbar
macht.

Besondere Bedeutung kommt dem Gitterpunkt a(p = 0) = ag zu, wie schon NG AND
WoNG [1979] bemerkt haben. Obwohl der PWSK D(u) fiir H = 0 eine Nullstelle bei
w1 = 0 hat, verschwindet der Diffusionsstrom in den Halbraum [—1,0) nicht identisch, da
der Gradient 9¢/0du unendlich wird. Fiir die mittlere freie Weglénge ergibt sich daher
ein endlicher Wert. Dieses Verhalten ist mit dem hier eingefiihrten diskreten p-Raster
nicht zu approximieren, da ap = 0 unweigerlich dazu fiithrt, dafl kein Teilchenstrom
durch g = 0 moglich ist. NG AND WoONG [1979] wihlen nun ag dergestalt, dafl der
Teilchenstrom des numerischen Differenzenverfahrens durch p = 0 dem der analytischen
Losung angepaft wird. Der so bestimmte Wert fiir ag ist grofler null und erméglicht
daher den geforderten Teilchenstrom durch p = 0.

Die Herleitung von NG AND WONG [1979] wird im folgenden in einem iibergreifenden Kontext
betrachtet, um so Aussagen zu treffen, die von allgemeiner Bedeutung sind und weit iiber die
blofle Anpassung des ag-Koeffizienten hinausgehen.

Betrachtet man das elliptische Randwertproblem

0 ¢
A D] = .
o5 (1)¢ — D(n) on| =7 (1) (3.58)
: 1—p? : i
mit b = gyl und D) = AQ = sign(u)) (! + B~ )
so ergibt sich fiir den FluB F'(p1;41/2) = Fi41/2 iiber die Zellgrenze

I (tiv1/2)

3.59
Opiv1)2 (3.59)

Fiy12 = big172C(1tig172) — Diy1y2
RUFFOLO [1991] benutzt nun fiir den Flufl den Ansatz Fj o = Fp(l — “22+1/2) (private
Mitteilung vom 14.3.1996), wodurch sich die Gleichung vereinfacht zu

z Ay 281
Fy = b(n) — Dy 258 (3.60)
1
mit b1 = (1 - N?.H/z)g und  Dipqp = (1 - N12+1/2)Di+1/2
wobei angenommen wird, daf§ die Gleichung naherungweise fiir {(1) = ((p;) und ¢(pit1)
gelten soll. Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung ist

F of = d
Cp) = =2 4 Cexp(d(p))  mit 5(u) b/~—“ (3.61)
b D(p)
Es ergeben sich somit an den Gitterpunkten p; und ;41
def F
G = L) > =+ Cexp(d(ui) (3.62)

G i)~ 2+ Cexp(B(uin) (3.69)



3.2. DIE APPROXIMATION DURCH FINITE DIFFERENZEN 67

Ersetzen der Konstanten C' ergibt

Fiy12 = biv1y2 Gijiv1 — bi-‘rl/Z%(a(ﬂi—i-l/Z) — sign(biy1/2)) CHZN S (3.64)
bzw.
Fiy10 ™ bz’-i—l/Z% - bz’+1/2%04(m+1/2) CZJFZN G (3.65)
mit alugya) 2 coth (G B0u) — 00

bA,u dof( 1 /uzﬂ dH)
= coth it gy = L 3.66
CO <2 Z+1/2 ) mi (l +1/2 Alu D ( )

Die Terme auf der rechten Seite der Gleichungen (3.64) und (3.65) kénnen nun als die Fliisse
der unterschiedlichen Diskretisierung wiedererkannt werden:

1— pu?
Fy =112 Gjiq1  einseitige Differenz  mit b1 q/o def ﬁ (3.67)
. . 1-— ,u?
F, = bH_l/Q% zentrale Differenz  mit b,/ def T:)lﬁ (3.68)
F3=a;.4 /2%;@ zentrale Differenz  fiir den Diffusionsstrom (3.69)
. ~ def .
mit  deip12 =  Pip1/2(coth(piprje) — sign(biti/2)) air1/2 (3.70)
~ def
bzw. Ggip12 = piy1/2 coth(piriy2) airyo (3.711)
def  DAp .
und  piq1/ = aiy1/2 = (1 — M?+1/2)ai+1/2

20412

Das Ergebnis von NG AND WONG [1979] erhélt man fiir pi; 41/ =0, H =0 und § < 2:

B B Ap mi _ 3
w=at-e- () we s nea-de-au-a9 o7

womit gewéhrleistet ist, dafl ag fiir den Grenziibergang lima o, d. h. fiir den Ubergang zum
kontinuierlichen Problem, identisch verschwindet.

Wiéhrend NG AND WONG [1979] sich auf die Bestimmung des Wertes von a( beschréinken,
kann mit Hilfe der Gleichungen (3.70) und (3.71)!° der Wert des Diffusionskoeffizienten
D; 112 je nach Diskretisierung des Fokussierungsterms fiir alle Stiitzstellen angepafit wer-
den. Demnach ist @41 /2 aus der Gleichung (3.70) der an das Differenzenverfahren angepafite
Koeffizient mit einseitiger Approximation des Fokussierungsterms, wéhrend a,;1/o aus der
Gleichung (3.71) den fiir die zentrale Approximation des Fokussierungsterms angepafiten Ko-
effizienten wiedergibt. Der in Gleichung (3.53) eingefiihrte Diffusionswiderstand ist in Glei-
chung (3.66) wiederzuerkennen. Der Koeffizient, iiber den integriert wird, ist aber D und nicht

'9Die Gleichung ist identisch mit der Gleichung (4) aus RUFFOLO [1991], da x(s, u) = @ (s, i) /2.
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D. Wéhrend bei der Herleitung der Gleichung (3.52) der Diffusionsterm separat betrachtet
wurde, ist nun der Fokussierungsterm mit beriicksichtigt worden. Durch den Ansatz fiir den
Flul Fj /5 ist der Faktor (1 — u?), der seine Ursache in der Wahl des Pitchkosinus ju als
Variable hat, abgespalten worden, wodurch das so reduzierte Problem einfacher zu behandeln
ist.

Ein tieferes Versténdnis der Bedeutung der Koeffizienten Ge;y1/2 und G112 ist nur im
Rahmen der gemeinsamen Diskretisierung der Terme II und III mé&glich. Es wird daher nun,
nachdem die Diskretisierung der einzelnen Terme des p-Transportes abgeschlossen ist, auf
das Zusammenwirken der Diskretisierungen der einzelne Terme II und III eingegangen.

a) Wird der Fokussierungsterm durch eine einseitige Differenz approximiert, so hat das
daraus resultierende Verfahren gute Stabilitétseigenschaften. Es wirkt sich jedoch nachteilig
aus, daf} die geringe Approximationsordnung der einseitigen Differenz, nur von erster Ordnung
ist. Dennoch ist es SAMARSKIJ [1984], S. 123 gelungen fiir die Diskretisierung der Terme I
und II ein Schema zu konstruieren, das von zweiter Approximationsordnung ist!!

biv1/2G — bi—1/2Gi—1
Ik y déf i+1/2 i—1/

_ —(AZ)Q [)2@'4—1/2 ai+1/2(<i+1 - Cz) — )22'_1/2 ai_l/g(gi — Ci—l)] (373)

) def 1 def DAL

4 (2

Dies wird ermdoglicht durch den Parameter X;i;/9, der fiir eine Abschwiichung des Diffusi-
onsterms sorgt, wenn die Fokussierung im Verhéltnis zur Diffusion zunimmt. Man kann dies
auch als Abhéngigkeit von der Zellen-Reynoldszahl

def DAL
e = ——
a

R (3.74)
auffassen. Die Zellen-Reynoldszahl ist in Analogie zur Reynoldszahl aus der Stréomungsleh-
re definiert (vgl. GERTHSEN UND VOGEL [1995], S. 117; LANDAU UND LIFSCHITZ [1991],
S. 73]), die ein Ma$ fiir das Verhéltnis zwischen konvektivem und diffusivem Anteil angibt. Da
das urspriinglich von Samarskij angegebene Schema nicht in konservativer Form formuliert
ist, wird in Anhang C auf die Stabilitéitseigenschaften des hier vorgestellten konservativen
Schemas eingegangen.

Statt des von SAMARSKIJ [1984] verwendeten Parameters ;o kann auch der aus Glei-
chung (3.70) abgeleitete Parameter

~ def .
Xi+1/2 = Pi+1/2(coth(piy1/2) — sign(bii1/2)) (3.75)

verwendet werden. Beide y-Parameter haben die gleichen Grenzwerte fiir

p—00

lin%x =1 und lim x=0 (3.76)
p—

"Es wird im folgenden b > 0 angenommen. Fiir b < 0 ist bei der Diskretisierung des Fokussierungsterms
auf eine Vorwiartsdifferenz {iberzugehen.



3.2. DIE APPROXIMATION DURCH FINITE DIFFERENZEN 69

Der x-Parameter strebt jedoch schneller gegen null, wodurch sich unterschiedliche Ergebnisse
fiir grofle Zellen-Reynoldszahlen ergeben.

Vergleiche zwischen numerischen Ldsungen und der stationéiren analytischen Lésung fiir
konstante Ausbreitungsbedingungen (sieche Abschnitt 2.2.2) haben eine bessere Ubereinstim-
mung fiir den y-Parameter ergeben. Wird im weiteren Verlauf der Arbeit von dem Samarskij-
Schema gesprochen, so ist damit das Schema aus Gleichung (3.73) mit dem y-Parameter aus
Gleichung (3.75) gemeint.

b) Wird der Fokussierungsterm hingegen durch eine zentrale Differenz approximiert, so ist
die Approximation zwar von zweiter Ordnung, fiithrt aber zu folgendem zusétzlichen Stabi-
litdtskriterium (siche GROSSMANN UND RoOs [1994], S. 347)

max < b > Ap <2 bzw. max (p;11/2) <1 (3.77)
Ait+1/2

Wie man erkennt, héngt auch dieses Stabilitétskriterium von der Zellen-Reynoldszahl ab.
Wird das Stabilitatskriterium eingehalten, so ist der stabilisierende Beitrag des Diffusions-
terms stark genug, um die Stabilitdt des gesamten Schemas zu gewéhrleisten. Fiir sehr schwa-
che Diffusion kann das Stabilitdtskriterium jedoch eine Beschrinkung darstellen, die praktisch
nicht zu erfiillen ist.

Fiihrt man bei der Diskretisierung, wie schon bei dem Samarskij-Schema, einen Parameter
Xi41/2 vor dem Diffusionsterm ein

12 dof  biv1/2(Girr — G) — bim1y2(G + Gi—1)
A,uCi - A,u

_ —(Ait)Q [)Zz’—i—l/z az’+1/2(<z’+1 —G) — Xi—1/2 ai_l/Q(Ci — Cz'—l)] (3.78)

so kann das Stabilitatskriterium durch die Wahl

Xi+1/2(Piv1/2) > Pit1/2 (3.79)

umgangen werden.!?

Zusétzlich zu dem Problem der Stabilitit ergibt sich noch das Problem, daf die D(u)-
Abhingigkeit der exakten Losung dergestalt ist, dafl der Konsistenzfehler bei Standarddif-
ferenzenverfahren — dazu gehért auch das Samarskij-Verfahren — fiir D(u) — 0 bei fester
(beliebig kleiner) Schrittweite unbeschrénkt wéchst. Grund hierfiir ist die Struktur des el-
liptischen Operators II4III, die zu sogenannten singulédr gestorten Problemen fiithrt (vgl.
GROSSMANN UND R0OOs [1994], S. 341).

Durch die Wahl des Parameters X, 1/, aus der Gleichung (3.71)

Xi+1/2(Pit1/2) = pig1/2 coth(pir1/2) (3.80)

2Der Diffusionsterm wird demnach fiir groe Zellen-Reynoldszahlen verstirkt und nicht abgeschwicht wie
beim Samarskij-Verfahren. Man spricht daher auch von kiinstlicher Diffusion, die eingefiihrt wird, um die
Stabilitdt des Verfahrens fiir beliebige Zellen-Reynoldszahlen zu erreichen.
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kann das Schema nun an das singulér gestorte Problem angepafit werden, so dafl man das be-
kannte I1'in-Verfahren'® erhilt (zu weiteren Ableitungen des II'in- und verwandter Verfahren
siehe Roos [1994]).

Die hier verwendete Variante des II'in-Verfahrens konvergiert gleichmdflig mit der Ord-
nung eins in der diskreten Maximumsnorm, d. h.

max [((ui) = G < CAp (3.81)

mit von D(u) und Ap unabhingigem C.

Ist die Diffusion hinreichend gro (D(u) > Do(p) > 0), so konvergiert das II'in-Verfahren
mit der Ordnung zwei. Fiir D(u) — 0 verliert das I'in-Verfahren jedoch eine Konvergenz-
ordnung, konvergiert aber dennoch gleichméflig gegen die exakte Losung. Eine sehr prézise
Analyse mit numerischen Beispielen findet sich bei KELLOGG AND TSAN [1978], wo sowohl
das urspriingliche Samarskij-Verfahren als auch das urspriingliche II'in-Verfahren untersucht
werden. Eigene Vergleiche mit analytischen Ldsungen fiir stationédre Verhéltnisse und kon-
stante Ausbreitungsbedingungen haben bestétigt, dafl das I'in-Verfahren geringfiigig bessere
Resultate liefert als das Samarskij-Verfahren.

Nachdem sich gezeigt hat, dal das II’in-Verfahren optimal an den p-Transport angepafit
ist, stellt sich die Frage, ob die Approximationsordnung von eins in der Zeit nicht noch verbes-
sert werden kann, ohne daf} die positiven Stabilitétseigenschaften des impliziten Verfahrens
aufgegeben werden. Unter Verwendung des Operators L2A i und unter Einfithrung des reellen
Parameters O € [0, 1] kommt man zu der einparametrigen Familie von Differenzenverfahren

Cz'n+1 - Czn 2 n 2 n+1
mit dem hinreichenden Stabilititskriterium in der Maximumsnorm4
AT
(Ap)2 (1-9) 2maX[Pi+1/2 COth(pi+1/2)ai+1/2] <1 (3.83)

aus der Diskretisierung des Diffusionsterms (siche GROSSMANN UND R0O0Os [1994], S. 302).

1. Fiir © = 1 erhélt man das bereits besprochene implizite Schema vom II'in-Typ.

2. Fir © = 0 erhélt man das explizite Schema vom Il'in-Typ, das aus den bei der Dis-
kretisierung der zeitlichen Ableitung genannten Griinden nicht weiter verfolgt werden
soll.

3. Wihlt man hingegen © = % (Crank-Nicholson- Verfahren bzw. trapezoides Verfahren),
so entspricht dies einer impliziten Diskretisierung in der Zeit durch eine zentrale Diffe-
renz, wodurch eine Konvergenzordnung von zwei in der Zeit erreicht wird. Von Nachteil

3Da das hier verwendete Schema nicht identisch mit dem urspriinglichen II’in-Schema [IL'IN, 1969] ist
(Konvektionsterm in nichtkonservativer Form und D(u) = const), wird im Anhang C auf die Stabilit&tseigen-
schaften eingegangen.

' Aus der Stabilitit in der Maximumsnorm folgt unmittelbar die Monotonizitéit des Schemas, d. h. die
Funktionswerte ("' bleiben alle nicht negativ fiir die Anfangsbedingung ¢{ > 0 (siche WINDISCH AND SIEDOW
[1991], S 13ff.).
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dabei ist das Stabilitétskriterium (3.83) in der diskreten Maximumsnorm, das den Zeit-
schritt fiir kleine Ay sehr einschrénkt. Betrachtet man die Stabilitdt in der Lo-Norm
(Skalarproduktnorm), so entfillt hingegen das Stabilitatskriterium (3.83). Dieses Ver-
halten kann so verstanden werden, dafi die Crank-Nicholson-Variante im Mittel (Lo-
Norm) stabil ist, nicht jedoch fiir jeden einzelnen Punkt (diskrete Maximumsnorm). In
der Praxis hat sich gezeigt, daf nicht das Stabilitatskriterium in der Maximumsnorm
die entscheidende Beschrinkung darstellt, sondern die Tatsache, dafl die hochfrequen-
ten Anteile der Losung nicht schnell genug geddmpft werden und sich so hochfrequente
Oszillationen einstellen, die sogar zu negativen Funktionswerten fithren kénnen. Diffe-
renzenverfahren, die in der Lo-Norm stabil sind, die hochfrequenten Anteile aber nicht
der exakten Losung entsprechend schnell genug ddmpfen, werden als Ag-stabil bezeich-
net. Werden die hochfrequenten Anteile hingegen angemessen ged &mpft, so spricht man
von Lg-Stabilitit (vgl. SMITH [1985], S. 120ff.).

Das implizite (© = 1) Verfahren vom Il'in-Typ ist Lo-stabil, die Crank-Nicholson-
Variante (© = 1) hingegen nur Ay-stabil. Méchte man dennoch mit der Crank-Nicholson-
Variante arbeiten, um die Konvergenzordnung von zwei in der Zeit zu nutzen, so bieten
sich zwei Moglichkeiten. Zum einen kann der Zeitschritt hinreichend klein gewahlt wer-
den, so daf} die hochstfrequente Komponente schneller gegen null gedampft wird als die
niedrigstfrequente Komponente. Dies fiihrt zu folgender Beschréinkung des Zeitschrittes
(sieche SmITH [1985], S. 122)

ApX
Q112
wobei X = 2 die Grofle des Pitchkosinusintervalls p € [—1,1] wiedergibt. Da diese
Beschriankung fiir sehr schwache Diffusion jedoch unrealistische Forderungen an den
Zeitschritt stellen kann, wird die folgende Moglichkeit favorisiert: In den Bereichen der
Losung, in denen sich sehr anisotrope PWVs einstellen und damit auch hochfrequente
Anteile vorhanden sind, z. B. in der Anfangsphase eines Ereignisses, wird zunéchst
mit dem Lg-stabilen impliziten Verfahren vom II'in-Typ gerechnet, um dann spéter bei
einer weniger stark anisotropen PWV auf die Crank-Nicholson-Variante iiberzugehen.
Auf diese Weise werden die positiven Eigenschaften beider Verfahren, Lg-Stabilitit und
zweite Konvergenzordnung in der Zeit, miteinander verkniipft, ohne dafl der Zeitschritt
eingeschriankt werden muf.

AT <

(3.84)

3.2.3 Das zeitliche Aufspaltungsschema

Nachdem in den Abschnitten 3.2.1.1 und 3.2.2 der s- und p-Transport separat gelost worden
sind, gilt es nun, daraus ein Schema zu konstruieren, das die vollstéindige Transportgleichung
16st. Dies fiihrt zu den additiven Differenzenverfahren. Sei Lq(t,s,p) der Differenzenope-
rator, der den s-Transport approximiert und Lo(t, s, 1) der Differenzenoperator, der den u-
Transport approximiert, so kann der Differenzenoperator L(t, s, 1), der die vollstindige Trans-
portgleichung approximiert (im Sinne der summarischen Approximation, sieche SAMARSKIJ
[1984], S. 279ff.) folgendermafien geschrieben werden:

L(t, s, 1) © Ly(t, s, 1) + La(t, s, 1) + O(AT) (3.85)

Die mehrdimensionale Aufgabe ist damit in eine Folge eindimensionaler Aufgaben iiber-
fithrt worden, deren Lisungen bereits bekannt sind. Die Namen fiir diese Methode sind in der
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Literatur vielféltig, z. B. Locally One-Dimensional (L.O.D.) Method ([MITCHELL AND GRIF-
FITHS, 1980], S. 216), Splitting and Fractional-Step Method ([RICHTMYER AND MORTON,
1967], S. 216), Fractional Time Step and Time Splitting Method ([ROACH, 1982], S. 82) u. a.
Der Approximationsfehler ist in der Regel von linearer Ordnung, es sei denn, das Problem ist
schon von der Gestalt, daf es sich durch einen Separationsansatz (Produktansatz) in separate
eindimensionale Probleme zerlegen 14f3t. In diesem Fall ist das additive Differenzenverfahren
exakt. Ein Beispiel hierfiir ist die stationdre Transportgleichung fiir konstante Ausbreitungs-
bedingungen. Sowohl SAMARSKIJ [1984], S. 297f. als auch MARCHUK [1975], S. 172ff. geben
nun ein Verfahren an, dessen Approximationsfehler — gewisse Glattheitsvoraussetzungen an
die Operatoren L1, Ly und an die Anfangswerte vorausgesetzt — von quadratischer Ordnung
ist:
d

1 1 1 1
L(t,s, ;) < g1t gLla+ 5La+ 5L+ O((AT)?) (3.86)

Es wird demnach der Zeitschritt halbiert, um nach der Héilfte des Zeitschrittes die Reihen-
folge der Differenzenoperatoren zu vertauschen. Man kann diesen Umstand auch so versténd-
lich machen, daf die Operatoren L; und Ly nicht vertauschen (kommutieren) und es somit
nicht gleichgiiltig ist, wie die Reihenfolge der Differenzenoperatoren gewahlt wird. Durch
das Vertauschen der Reihenfolge wird die willkiirliche Wahl einer bestimmten Reihenfolge
vermieden, wodurch sich der Approximationsfehler verringert.

Bemerkenswert ist, dafl dies auch fiir Probleme der Dimension p > 2 gilt:

2p 1
E : sL, : 1<n<p

L - L, mlt L, = { 2N — = 387
n=1 " " %L2p—n+1 op<n < 2p ( )

Fiir die hier betrachtete Transportgleichung ergeben sich speziell fiir geringe solare Ab-
stdnde r und starke Diffusion signifikant bessere Ergebnisse fiir die Legendre-Koeflizienten
g1s und g3, wie dies Abbildung 3.4 zeigt. Der Grund hierfiir ist die sich rdumlich stark
dndernde Fokussierungslénge L, die selbst auf einem feinen rdumlichen Gitter noch deutlich
variiert und so den Separationsansatz des Verfahrens (3.85) nur fiir sehr kleine Zeitschritte
AT rechtfertigt. Dies ist besonders fiir den gis-Koeffizienten von Bedeutung, da nach Glei-
chung (2.64) g5 proportional zum Stromdichtevektor ist, der im stationdren Gleichgewicht
nach der Kontinuitétsgleichung raumlich konstant sein mufl. Durch die ungeeignete Approxi-
mation des p-s-Transportes und des s-p-Transportes wird jedoch der Eindruck erweckt, dafl
sich die Losung noch nicht im stationéren Gleichgewicht befindet, da ein von null verschiede-
ner rdumlicher Gradient des gs-Koeflizienten existiert. Wendet man hingegen das Verfahren
nach Gleichung (3.86) an, so verschwindet der raumliche Gradient bei gleicher Ausbreitungs-
zeit der Teilchen. Ein geringfiigiger Nachteil ist die Schwingung, die sich fiir sehr kleine radiale
Absténde und damit fiir sehr extreme Ausbreitungsbedingungen einstellt. Der Ursache diirfte
eine Verletzung der Glattheitsvoraussetzungen durch den Lo-Differenzenoperator sein, da das
gewahlte rdumliche Raster fiir die sich stark d&ndernden Ausbreitungsbedingungen zu grob
ist.

Abschlieflend soll noch einmal auf die Stabilitdt und die Konsistenzordnung des Aufspal-
tungsschemas und damit des Verfahrens zur Losung der vollstdndigen Transportgleichung
eingegangen werden. Das Verfahren ist stabil, wenn der s- und p-Transport fiir sich be-
trachtet stabil sind. Das bedeutet speziell fiir den expliziten s-Transport die Einhaltung der
CFL-Stabilitdtsbedingung. Bei dem Il'in-Verfahren ist darauf zu achten, dafl in Bereichen der
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Abbildung 3.4: Die Legendre-Koeffizienten gos—gss der stationéren Losung fiir A = 0.05 AU,

g =16, H =0 und 6 = 0 sind in ihrem rdumlichen Verlauf dargestellt.
Dabei sind die Ergebnisse mit drei Varianten des Aufspaltungsschemas des s-
und p-Transportes berechnet worden: Quadrate = p-s-Transport; Dreiecke =
s-p-Transport und Kreise = 1/2s-1/2u-1/2u-1/2s-Transport.
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Losung mit einer hohen Anisotropie mit der impliziten Variante gerechnet wird, um dann im
spéteren zeitlichen Verlauf auf die Crank-Nicholson-Variante iiberzugehen.

Die Konsistenzordnung des Verfahrens wird durch die niedrigste Konsistenzordnung im
s- bzw. p-Transport festgelegt. Die Konsistenzordnung kann daher im ungiinstigsten Fall auf
eins zuriickgehen. Hat die Losung hingegen

1. keinen starken rdaumlichen Gradienten
= Approximationsfehler des s-Transportes O((AT)2 + (As)?)

2. hinreichend starke Diffusion
= Approximationsfehler des p-Transportes O(AT + (Au)?)
und wird die Losung

3. zu spéten Zeiten betrachtet
= Approximationsfehler des p-Transportes O((AT)% + (Ap)?)

so ist das Verfahren konvergent von der Ordnung zwei.

3.2.4 Die Injektionsfunktion

Mit dem hier vorgestellten Verfahren zur numerischen Lésung der Transportgleichung soll
ausschlieBlich die Ausbreitung von solaren energiereichen Teilchen berechnet werden. Es ist
daher moglich die zeitabhéngige Injektionsfunktion entweder durch eine in der Zeit variable
innere Randbedingung'® ¢.(¢, 1) zu beriicksichtigen oder durch die Quellfunktion q(t,s =
Sa, 1), die die Teilchen am inneren Rand s, injiziert.

Fiir den Fall einer zeitlich variablen Quellfunktion ¢(¢,s = sa, 1) (vgl. RUFFOLO [1991])
wird die Phasenraumdichte der Quellfunktion ihrer ¢- und p-Abhéngigkeit entsprechend zu
den Funktionswerten (jj an der inneren Grenze hinzuaddiert

- L 1
z%+1 = Z(L) + Q(n ATa Sa; :ul) AT mit Q(T, Sa; :u) = ;(J(t, Sa, :u) (388)

Dies entspricht der inhomogenen Transportgleichung

ac 9 /v B acy .
7 T 5s (vul) + o <i(1 - u2)§> ~ o (“(&M)@) = q(7, 54, 11) (3.89)

Da diese Methode generell nicht auf den Spezialfall s = s, beschrankt ist, kann auf diese
Weise auch eine rdumlich ausgedehnte oder eine sich im interplanetaren Raum ausbreitende
Quelle g(t,s(t), ) (z. B. eine interplanetare Schockwelle) berechnet werden.

In dem in dieser Arbeit verwendeten Schema wird die Injektionsfunktion jedoch durch
eine zeitlich variable Randbedingung realisiert. Bereits WONG [1982], S. 18 hat diese Methode
bevorzugt, bei der die Quellfunktion ¢, (¢, 1) als Randbedingung fiir den s-Transport mit p > 0
eingeht. Fiir das upwind-Verfahren folgt daraus:

n n ~ n . AT
Ci0+1 = Gio + 7 (@e(n AT, ;) — ) mit ;= Hing (3.90)

Randbedingungen der Gestalt
(=aq (t7 /1’)
werden auch als Randbedingungen erster Art bzw. Dirichlet-Bedingungen bezeichnet (vgl. GROSSMANN UND
Roos [1994], S. 13.
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Wie bereits bei NG AND WONG [1981] und WoONG [1982], S. 58 gezeigt, hat der u-Verlauf
der Injektionsfunktion kaum Einflufl auf die numerische Losungen fiir radiale Absténde r >
0.3 AU. Dieser Effekt ist auf die starke Fokussierung in der Umgebung der inneren Gren-
ze zuriickzufiihren, die verschiedene p-Verldufe der Injektionsfunktion zu einer sehr stark
vorwiértsgerichteten PWV fokussiert. Fiir das in dieser Arbeit verwendete Schema wird ein
isotroper p-Verlauf im positiven Halbraum (x> 0) der Injektionsfunktion angenommen.

Fiir den zeitlichen Verlauf der Injektion wird das von SCHLUTER [1985], S. 21 vorgezogene
Reid-Axford-Profil

A —) mit >0 (3.91)

verwendet, das durch die beiden Parameter t5 und ty festgelegt ist.!'S Die Zeitkonstanten
ta und ¢ty haben in dem von REID [1964] verwendeten Modell der koronalen Ausbreitung
eine anschauliche Bedeutung. So ist z. B. die Anstiegszeit t5 umgekehrt proportional zu
dem koronalen Diffusionskoeffizienten und die Entweichzeit ¢y umgekehrt proportional zur
Stérke des Entweichens von Teilchen aus der Diffusionsschicht entlang offener Feldlinien in
den interplanetaren Raum. Auch wenn diese Anschauung sehr idealisiert ist, so lassen sich
mit dem Reid-Axford-Profil dennoch eine Vielzahl von unterschiedlichen Zeitverldufen der
Injektionsfunktion beschreiben.

In der Abbildung 3.5 sind exemplarisch drei Injektionsprofile, die auf eine konstante An-
zahl injizierter Teilchen normiert sind, iiber der Zeit aufgetragen. Dabei wird deutlich, daf3
der Parameter t5 die Anfangsphase und der Parameter ¢y die Spatphase des Injektionspro-
fils bestimmt. Je grofier die Anstiegszeit £, desto langsamer verlduft der Anstieg, und je
grofler die Entweichzeit tv, desto ausgedehnter ist das Injektionsprofil. Der mittlere Bereich
des Injektionsprofils, in den das Maximum hineinféllt, wird hingegen von beiden Parametern
geprigt. Die absolute Hohe des Maximums ist dabei fiir kleine Entweichzeiten grofler, da sich
die Anzahl der injizierten Teilchen auf einen kleineren Zeitabschnitt zusammendréngt.

Im folgenden Abschnitt ist im Zusammenhang mit der Berechnung der stationéren Losung
die Wahl einer zeitunabhéngigen inneren Randbedingung von Bedeutung. Die Injektionsfunk-
tion ¢, reduziert sich in diesem Fall auf

~ . 0 : pu<0O
Gr(p) = { C o ou>o0 (3.93)
Berechnet man den Legendre-Koeffizienten g1 der Injektionsfunktion, so ergibt sich
3 (Tt 3
Gis = 5/ p e (1) dp = g (3.94)
-1

Daraus folgt nach Gleichung (2.64) eine Stromdichte |S,| iiber die innere Grenze von

1S, | = %C (3.95)

'$Die Konstante C' kann zur Normierung der Gesamtzahl der injizierten Teilchen verwendet werden, so daf
sich bei einer Normierung auf eins folgende Konstante C' ergibt:

o 1 (3.92)

2K (2,/2)
Es wurde dabei GROBNER UND HOFREITER [1950] Integral 314.9e verwendet. Die Funktion Ky ist die modifi-

zierte Besselsche Funktion 2. Art, die auch als modifizierte Hankelfunktion bezeichnet wird (vgl. ABRAMOVITZ
AND STEGUN, 1972; S. 374ff.).
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Abbildung 3.5: Die auf einheitliche Anzahl injizierter Teilchen normierten Reid-Axford-
Profile sind exemplarisch fiir folgende Parametersétze aufgetragen: ¢4 = 0.5 h,
tv = 2 h (durchgezogene Kurve); to = tyv = 0.5 h (gestrichelte Kurve) und
ta =ty = 2 h (gepunktete Kurve).

3.3 Die Berechnung der stationidren Losung

In den vorhergehenden Abschnitten wurde ausschliefllich auf die Berechnung der zeitabhéngi-
gen Losung ((¢,s,u) eingegangen. Die stationdre Losung lafit sich aus der zeitabhéngigen
Losung berechnen, indem die Injektionsfunktion zeitunabhéngig gew#hlt und der Grenziiber-
gang lim; .., vollzogen wird. Praktisch ist dies natiirlich nicht durchzufiihren, da nur eine
endliche Rechenzeit zur Verfiigung steht. Fiir grofle ¢ kann man jedoch — vorausgesetzt, die
zeitabhéngige Losung konvergiert hinreichend schnell gegen den stationdren Grenzfall — sehr
gute Approximationen der stationédren Losung berechnen.

Zu diesem Zweck wird die Injektion der Teilchen durch die Wahl einer zeitunabhéngi-
gen inneren Randbedingung vorgegeben, die zusétzlich ein Entweichen der zuriickgestreuten
Teilchen verhindert. Die duflere Grenze ist hingegen offen, damit die Teilchen, bedingt durch
die Fokussierung, von der inneren zur &ufleren Grenze stromen konnen, um dort zu ent-
weichen. Wire die duflere Grenze ebenfalls geschlossen, so wiirde das Gebiet, auf dem die
Transportgleichung berechnet wird, sich immer mehr mit Teilchen fiillen, und ein stationéres
Gleichgewicht wire nicht zu erwarten.

Im stationdren Gleichgewicht stellt sich unabhéngig von den Ausbreitungsbedingungen
die Stromdichte nach Gleichung (3.95) ein, da die Teilchenzahlerhaltung gewahrt bleiben muf
und die injizierten Teilchen nur iiber die duflere Grenze entweichen kénnen. Bedingt durch die
Kontinuitétsgleichung (2.61) ist die Stromdichte rdumlich konstant, so daf der g;s-Koeffizient,
der nach Gleichung (2.64) proportional zur Stromdichte ist, ebenfalls konstant bleiben mu8.
Das Erreichen des stationédren Zustandes kann daher durch die rdumliche Konstanz des gi5-
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Koeffizienten oder die zeitliche Konstanz des gos-Koeffizienten, der nach Gleichung (2.64)
proportional zur Teilchendichte ist, tiberpriift werden. Im Gegensatz zum ¢;s-Koeflizienten
ist der ggs-Koeffizient und damit die Teilchendichte im stationdren Zustand stark abhingig
von den Ausbreitungsbedingungen. Ist z. B. die Pitchwinkelstreuung im Verhéltnis zur Fokus-
sierung stark, so ist die Teilchendichte hoch, da die Teilchen einer réumlich starken Diffusion
unterworfen sind und da in einem festen Wegelement der FluBirohre im Vergleich zu einer
schwachen Pitchwinkelstreuung relativ viele Teilchen “umherirren”, indem sie ihren random
walk vollfithren. Fiir die Anisotropie {15 erster Ordnung bedeutet dies einen geringen Betrag,
da die Anisotropie umgekehrt proportional zum gos-Koeffizienten ist und der gi5-Koeffizient,
wie oben erwahnt, vom Betrag her konstant bleibt.

Ebenfalls von den Ausbreitungsbedingungen stark abhingig ist die Zeitkonstante, mit
der das stationére Gleichgewicht erreicht wird. Ist die Pitchwinkelstreuung im Verhéltnis
zur Fokussierung schwach, so wird der stationére Zustand relativ schnell erreicht, da sich
die Information {iber die Ausbreitungsbedingungen relativ schnell entlang der r&dumlichen
Koordinate s ausbreiten kann. So ist z. B. die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Information die Ausbreitungsgeschwindigkeit v, die nur durch die Teilchen mit einem Pitch-
kosinus von g = +1 erreicht wird. Fiir den Fall, dal Fokussierung und Pitchwinkelstreuung
vollstéindig fehlen wiirde sich fiir einen Beobachter am Ort s; die Information einer z. B.
reflektierenden Randbedingung nach der Zeitspanne bemerkbar machen, die ein Teilchen
braucht, um vom Ort s; mit der Geschwindigkeit v zum Rand und wieder zuriick zu fliegen.
Unterliegt das Teilchen auf seinem Weg noch zusétzlicher Streuung, so wiirde sich die Art der
Randbedingung immer noch am Ort s; bemerkbar machen, wére aber in ihrer Auswirkung
erst nach einer gréfleren Zeitspanne zu erkennen.

Fiir die quantitative Bestimmung der Ausbreitungszeit ¢ zur Approximation der stati-
ondren Losung ist es vorteilhaft, die bereits durch die Gleichung (2.68) eingefiihrte “Zeitskala”
7 zu verwenden. Diese “Zeitskala” entspricht der von den schnellsten Teilchen zuriickgelegten
Wegstrecke und ist somit von der Ausbreitungsgeschwindigkeit v und damit von der Energie
der Teilchen unabhéngig.

In den Abbildungen 3.6 und 3.7 sind zu diesem Zweck die relativen Abweichungen der
nach Legendre-Koeffizienten entwickelten PWV zu verschiedenen Zeiten 7 von der stationéren
Losung aufgetragen. Da die exakten stationdren Losungen nicht bekannt sind, wird fiir die
Abbildung 3.6 die PWV zum Zeitpunkt 7 = 1996.8 AU und fiir die Abbildung 3.7 die PWV
zum Zeitpunkt 7 = 998.4 AU als ndherungsweise stationdr angenommen. Die Ausbreitungs-
bedingungen sind durch eine radial konstante Streuung, eine durch die Archimedische Spirale
des Magnetfeldes bestimmte Fokussierungslinge und einen Pitchwinkelstreukoeffizienten mit
G =16, H =0 und 6 = 0 vorgegeben. Die radiale mittlere freie Weglidnge ist fiir beide
Abbildungen bewufit sehr unterschiedlich gewéhlt worden, damit das Zeitverhalten der PWV
in der Abbildung 3.6 fiir starke Streuung (A, = 0.025 AU) und in der Abbildung 3.7 fiir
schwache Streuung (A, = 0.4 AU) betrachtet werden kann. Zudem sind in jeder Abbildung
die PWVs fiir die radialen Abstéinde » = 0.3 AU (gestrichelte Kurven) und » = 1 AU (durch-
gezogene Kurven) eingetragen. Dabei féllt auf, dal die gestrichelten Kurven fast immer unter
den durchgezogenen Kurven liegen, d. h. dafl die PWVs fiir geringe radiale Absténde und
somit starke Fokussierung schneller gegen die stationdre Losung konvergieren als fiir grofle
radiale Abstiande!”. Dies steht in Ubereinstimmung mit der oben gemachten Aussage, da8 fiir

"Die zusitzliche Ausbreitungszeit, die die Teilchen benétigen, um von der Quelle in der Nihe der Sonne
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Abbildung 3.6: Die relative Abweichung (in Prozent) der nach Legendre-Koeffizienten ent-

wickelten PWV von der stationéren Losung ist in Abhéingigkeit von der Aus-
breitungszeit 7 aufgetragen. Es wird zwischen einem radialen Abstand von
r = 0.3 AU (gestrichelte Kurven) und » = 1 AU (durchgezogene Kurven)
unterschieden. Die Ausbreitungsbedingungen sind durch eine radial konstan-
te Streuung von A, = 0.025 AU, eine durch die Archimedische Spirale des
Magnetfeldes bestimmte Fokussierungsléinge und einen PWSK mit ¢ = 1.6,
H =0 und 6 = 0 vorgegeben.
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Abbildung 3.7: Die relative Abweichung (in Prozent) der nach Legendre-Koeffizienten ent-
wickelten PWV von der stationéren Losung ist in Abhéingigkeit von der Aus-
breitungszeit 7 aufgetragen. Es wird zwischen einem radialen Abstand von r
= 0.3 AU (gestrichelte Kurven) und » = 1 AU (durchgezogene Kurven) un-
terschieden. Die Ausbreitungsbedingungen sind durch eine radial konstante
Streuung von A\, = 0.4 AU, eine durch die Archimedische Spirale des Magnet-
feldes bestimmte Fokussierungslidnge und einen PWSK mit ¢ = 1.6, H = 0
und & = 0 vorgegeben.
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Ar Tmax | Tmax
(AU) (AU) | (h)
0.025 — 0.05 | 748.8 | 576
0.075 499.2 | 384
0.1 -0.2 374.4 | 288
> 0.2 249.6 | 192

Tabelle 3.1: Maximale zuriickgelegte Wegstrecke Tyax zur Approximation der stationéren
Losung in Abhéngigkeit von der radialen mittleren freien Weglénge A;. Die Aus-
breitungszeiten ¢y« sind fiir ein v = 1.3 AU /h schnelles Proton berechnet wor-
den, was einer Energie von 16 MeV entspricht.

im Verhéltnis zur Fokussierung schwache Pitchwinkelstreuung das stationére Gleichgewicht
schneller erreicht wird. Bestétigt wird dies auch, wenn man die Kurven der Abbildung 3.6 fiir
starke Streuung mit denen aus der Abbildung 3.7 fiir schwache Streuung vergleicht. So wird
z. B. fiir die Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 und einer radialen mittleren freien Weglénge
von A\, = 0.025 AU die relative Abweichung von 1 % erst nach der Zeit von 7 ~ 1000 AU
unterschritten. Fir die radiale mittlere freie Weglénge von A, = 0.4 AU geschieht dies schon
nach der Zeit von 7 ~ 40 AU. Die Anné&herung des Legendre-Koeffizienten gy an die stati-
onére Losung vollzieht sich im Vergleich zu den Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 noch
langsamer.

Betrachtet man die relative Abweichung der PWV von der stationdren Loésung in dem
hier verwendeten halblogarithmischen Mafistab, so ist zu erkennen, dafl diese fiir sehr grofle
7 einen linearen Verlauf annimmt. Die Konvergenz gegen die stationére Losung scheint somit
proportional zu exp(—1/7) zu verlaufen.

Als Folge der unterschiedlich schnellen Konvergenz gegen die stationdre Losung in Ab-
héngigkeit von der radialen mittleren freien Weglinge A\, werden bei den in dieser Arbeit
berechneten stationdren Losungen unterschiedlich lange Ausbreitungszeiten . verwendet,
die in Tabelle 3.1 aufgelistet sind. Um eine Anschauung zu vermitteln, welcher tatséchlichen
Ausbreitungszeit t,.x die hier zuriickgelegten Strecken 7, entsprechen, sind in Tabelle 3.1
zusétzlich die Ausbreitungszeiten ¢, fiir ein v = 1.3 AU /h schnelles Proton aufgefiihrt, was
einer Energie von 16 MeV entspricht.

Zudem mufl noch darauf hingewiesen werden, dafl die Approximation der stationéren
Losung und der damit verbundenen langen Ausbreitungszeiten fiir kleine und mittelgrofie
radiale mittlere freie Wegléngen in diesem Abschnitt als rein mathematisches Problem be-
trachtet wird. Betrachtet man Mefireihen von PWVs iiber solch lange Zeitintervalle, so stam-
men die PWVs zum einen nicht {iber die gesamte Zeitdauer aus derselben Flufirhre und
zum anderen #ndern sich im allgemeinen die Ausbreitungsbedingungen selbst in einer spezi-
ellen FluBirohre (siche Abschnitt 6.1). Die durch Anwendung des steady-state-Theorems aus
Abschnitt 2.2.3 ermittelten stationéiren Losungen kénnen somit deutlich von den hier rein
mathematisch berechneten stationédren Losungen abweichen.

Wegen der groflen Ausbreitungszeiten zur Approximation der stationdren Losung ist es

zum Beobachtungsort (in der inneren Heliossphére) zu gelangen, kann bei den hier betrachteten energierei-
chen Teilchen vernachléssigt werden. Im allgemeinen sollte der radiale Abstand zur Sonne jedoch von der
Ausbreitungszeit T abgezogen werden.



3.4. TEST DES COMPUTERPROGRAMMS GREF 81

verstiandlich, dafl das Differenzenverfahren moglichst schnell sein sollte, um die Rechenzeit
auf zumutbare Werte zu beschrianken. Es stellt sich daher die Frage, ob es Moglichkeiten gibt,
die stationére Losung noch effizienter zu berechnen. Da sich die zeitabhéngige Losung bei der
Annidherung an den stationiren Zustand pro Zeitschritt immer geringfiigiger &ndert, bietet es
sich an, im gleichen Mafle den Zeitschritt zu vergréffern. Man konnte daher eine Selbstanpas-
sung des Zeitschrittes an die Verédnderung der Losung pro Zeitschritt vornehmen. Leider ist
bei dem hier vorgestellten Differenzenverfahren der Zeitschritt A7 durch die CFL-Stabilit dts-
bedingung (3.4) an die rdumliche Gitterauflésung As gekoppelt, so daf} eine Vergroferung des
Zeitschrittes mit einer unerwiinschten Verschlechterung der rdumlichen Auflésung verbunden
ist. Damit ist diese Moglichkeit der Optimierung ausgeschlossen.

3.4 Test des Computerprogramms GREF

Das im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Differenzenverfahren ist im Computerpro-
gramm GREF umgesetzt worden. Dabei konnte ich auf das urspriinglich von NG AND WONG
[1979] und WoONG [1982] entwickelte Programm zuriickgreifen, das von SCHLUTER [1985]
weiterentwickelt worden ist. Die von SCHLUTER [1985] vorgenommenen Verénderungen und
Erweiterungen beziehen sich auf die Struktur des GREF-Programms, nicht aber auf das
zugrundeliegende Differenzenverfahren, so daf§ im weiteren Verlauf von dem Differenzenver-
fahren von WONG [1982] gesprochen wird.

Zwischen dem von WONG [1982] und dem in dieser Arbeit beschriebenen Differenzenver-
fahren gibt es im wesentlichen folgende Unterschiede:

1. Wihrend beide Differenzenverfahren im s-Transport mit dem FCT arbeiten, ist bei
WoNG [1982] der Zeitschritt nur durch die CFL-Stabilitétsbedingung (3.4) beschrénkt.
Der in dieser Arbeit gewihlte s-Transport ist fiir die Gitterpunkte pg und py—1 exakt,
wodurch sich der groftmogliche Zeitschritt ergibt, der mit der CFL-Stabilitéitsbedin-
gung in Kinklang gebracht werden kann. So wird zum einen verhindert, daf} sich die
Teilchen, bedingt durch Diskretisierungsfehler, mit einer Geschwindigkeit fortbewegen,
die iiber der vorgegebenen Ausbreitungsgeschwindigkeit v liegt. Dies ist besonders dann
wichtig, wenn aus der Ankunft der ersten Teilchen beim Beobachter auf den genauen
Zeitpunkt des Beginns der Injektion in der Nihe der Sonne geschlossen werden soll (sie-
he KALLENRODE [1989], S. 118ff.). Zum anderen nehmen die ; aus der Gleichung (3.3)
ebenfalls die grofitmoglichen Werte an, wodurch das in der Abbildung 3.2 dargestellte
Approximationsproblem des FCT fiir kleine «; minimiert wird. Erst dies rechtfertigt es,
fiir den s-Transport weiterhin den FCT und nicht das robustere aber rechenintensivere
Fluxlimiter-Verfahren zu verwenden.

2. Das Differenzenverfahren von WONG [1982] ist nicht speziell an das Konvektions-Diffu-
sions-Problem des p-Transportes angepafit, wie es durch das in dieser Arbeit vorgestellte
II'in-Schema geschieht. Daraus folgt eine schlechtere Approximation fiir den Fall schwa-
cher Streuung im Verhéltnis zur Fokussierung. Dies ist sowohl bei einer groflen mittleren
freien Weglénge der Fall — besonders in der Néhe der Sonne, wo die Fokussierung oh-
nehin dominiert —, als auch bei einem ausgeprigten “resonance gap” im PWSK, da
auch hier die Streuung im Verhiltnis zur Fokussierung gering ist. Desweiteren ist der u-
Transport nicht in besonderer Weise an den Verlauf des PWSK angepafit, wie es durch
die Gleichung (3.66) bei dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren geschieht.
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3. Das Aufspaltungsschema von WONG [1982], dargestellt durch die Gleichung (3.85),
entspricht nicht dem in dieser Arbeit verwendeten Aufspaltungsschema (siehe Glei-
chung (3.86)). Durch die Festlegung auf eine bestimmte Reihenfolge bei der Berechnung
des s- und des p-Transportes ergibt sich bei WONG [1982] ein Approximationsfehler von
linearer Ordnung in der Zeit. Dies macht sich besonders bei starker Pitchwinkelstreuung
bemerkbar, wie in der Abbildung 3.4 gezeigt wird.

Die Umsetzung des in dieser Arbeit vorgestellten Differenzenverfahrens in das GREF-
Programm macht es notwendig, beim Programmiervorgang nicht auszuschlieBende Program-
mierfehler aufzuspiiren. Zu diesem Zweck ist es unabdingbar, die numerischen Losungen an-
hand von analytischen Losungen fiir Spezialfille der Transportgleichung (siehe Abschnitt 2.2)
zu iiberpriifen. Auflerdem kann auf diese Weise die Feinheit des dquidistanten Gitters be-
stimmt werden, die immer als Kompromify zwischen Rechenaufwand und gewiinschter Ap-
proximationsgenauigkeit aufzufassen ist.

3.4.1 Test anhand von Spezialfillen der Transportgleichung

Wie schon in Abschnitt 3.2.1.1 erwéhnt, kann der s-Transport durch die Wahl von spe-
ziellen Anfangsbedingungen, die z. B. einem Rechteckimpuls (Rechteckwelle) entsprechen,
tiberpriift werden. Fiir die rdumliche und zeitliche Schrittweite von As = 0.01 AU und A7 =
0.01026 AU ergeben sich zufriedenstellende Ergebnisse, so dafl auch starke rdumliche Gradi-
enten fast vollstindig erhalten bleiben. Im einzelnen ist die Approximationsgenauigkeit vom
Pitchkosinus p des Advektionsterms abhéngig, da der s-Transport fiir p,ax exakt ist und fiir
den vom Betrag her kleinsten Pitchkosinus p; die grofite Ungenauigkeit aufweist.

Eine Uberpriifung des p-Transportes lift sich am besten mit der stationéiren Lésung
fiir konstante Ausbreitungsbedingungen durchfiihren, wobei sich die zu lésende PDGI im
stationédren Gleichgewicht auf folgende Gleichung reduziert:

sz g (=020 =352 (=0 52 ) =0 (3.96)
Die korrekte Diskretisierung in der Zeit 7 und im Ort s 148t sich auf diese Weise nur indirekt
iiberpriifen, da im stationédren Gleichgewicht keine Verdnderung mehr in der Zeit erfolgt und
es wegen der konstanten Ausbreitungsbedingungen (siche Gleichung (2.65)) keinen raumli-
chen Gradienten gibt. Das Konvergieren gegen die korrekte stationéire Losung, wie in Ab-
schnitt 3.3 beschrieben, ist aber zumindest ein Hinweis darauf, daf3 sowohl die zeitliche als
auch die rdumliche Diskretisierung einwandfrei erfolgt sind.

In Abbildung 3.8 sind die relativen Fehler (in Prozent) der berechneten stationéren Losun-
gen fiir konstante Ausbreitungsbedingungen im logarithmischen Mafistab auf der Ordinate
aufgetragen. Auf der Abzisse ist hingegen die Anzahl der bei der Berechnung der numeri-
schen Losung verwendeten Gitterpunkte I aufgetragen, so dafl dies wegen I o< 1/Ap einem
logarithmischen Maf3stab in Ay entspricht. Die Anzahl der Gitterpunkte verdoppelt sich von
20 auf 40, wihrend sich Ay entsprechend halbiert.

Fiir die konstanten Ausbreitungsbedingungen wurden die Parameter A /L =1,4=1.5,
H =0 und 6 = 0 gewéhlt. Der Wert ¢ = 1.5 bietet sich an, da sich zum einen die Legendre-
Koeffizienten g¢,s und damit die Anisotropien £,s analytisch berechnen lassen und zum an-
deren ein ausgepriigtes “resonance gap” vorliegt, so dafy der Vergleich mit realistischen Aus-
breitungsbedingungen durchgefiihrt wird.
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Abbildung 3.8: Die relativen Fehler der stationdren Anisotropien &, (in Prozent) sind fiir
die ersten vier Ordnungen, d. h. n = 1, 2, 3, 4, in Abhé#ngigkeit von der
Anzahl der verwendeten Gitterpunkte I des u-Gitters aufgetragen. Es sind
jeweils die relativen Fehler der Berechnungen mit einer geraden bzw. einer
ungeraden Anzahl von Gitterpunkten miteinander verbunden.

Da die relativen Abweichungen deutlich davon abhingen, ob die Anzahl der verwende-
ten Gitterpunkte gerade oder ungerade ist, sind jeweils die Werte fiir gerade und ungerade
Gitterpunkte miteinander verbunden worden. Es ergeben sich somit fiir die hier vorgestell-
ten ersten vier Ordnungen der Anisotropien acht Kurven, die bis auf die unterste Kurve
einen linearen Funktionsverlauf aufweisen. An diesem linearen Funktionsverlauf 146t sich we-
gen des doppeltlogarithmischen Mafistabs unmittelbar ablesen, dafl der relative Fehler der
berechneten Anisotropie &,s mit kleiner werdenden Ay quadratisch abnimmt. Nach der Un-
gleichung (3.1) entspricht dies trotz der geringen Pitchwinkelstreuung, die sich im Verhéltnis
Al /L =1 ausdriickt, eine Konvergenzordnung von zwei in fx.

Betrachtet man den Betrag der relativen Fehler, so wird deutlich, dafl dieser mit der
Ordnung der Anisotropie ansteigt. Dies ist plausibel, da die hoheren Ordnungen eine grofiere
Variabilitéit in p aufweisen und damit empfindlicher auf das diskrete Raster der Gitterpunkte
reagieren.

Der grofite relative Fehler wird somit durch die Anisotropie vierter Ordnung bestimmt. Da
die relativen Fehler der Anisotropie vierter Ordnung fiir eine gerade Anzahl von Gitterpunk-
ten systematisch geringer ausfallen, ist eine gerade Anzahl von Gitterpunkten bei der Berech-
nung der numerischen Losung vorzuziehen. Fiir die Anzahl I der verwendeten Gitterpunkte
stellt I = 40 und damit Ap = 0.05 einen guten Kompromif} zwischen Approximationsgenau-
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N/L=1,4=15 H=0,6=04 N/L=1,4=2 H=0056=0
analytisch | numerisch | A&,s/&ns in % || analytisch | numerisch | A,s/&ns in %
&1s 0.9642903 | 0.9639151 0.0389 0.9136761 | 0.9133790 0.0325
€os || 0.3529805 | 0.3520556 0.2620 0.1655341 | 0.1652580 0.1668
&3¢ || -0.1466538 | -0.1473653 0.4851 -0.2769929 | -0.2781976 0.4349
€45 || -0.1099753 | -0.1102772 0.2745 -0.0742426 | -0.0748775 0.8551

Tabelle 3.2: Analytisch und numerisch berechnete stationire Anisotropien &, fiir die Aus-
breitungsbedingungen \|/L =1, ¢= 15, H =0,6 =04 und \|/L =1, ¢ = 2,
H =0.05, 6 = 0, wobei die numerischen Berechnungen mit einem p-Gitter von
I = 40 Gitterpunkten erfolgte. Es wird jeweils der relative Fehler der Anisotro-
pien in Prozent angegeben.

igkeit und Rechenaufwand dar. Die relativen Fehler der Anisotropien liegen dann unter der
oberen Schranke von 0.7 % und sind damit wesentlich geringer als die systematischen und
statistischen Fehler der gemessenen Anisotropien. Werden Ausbreitungsbedingungen gew dhlt
mit )\”/ L > 1 und/oder ¢ > 1.5, H = 0, so steigt der relative Fehler weiter an, bleibt aber
fiir die Auswertung von Mefldaten, wie sich im weiteren Verlauf der Arbeit vorgestellt wird,
unkritisch. Eine weitere Verfeinerung des u-Gitters verringert mit jedem zusétzlichen Gitter-
punkt den relativen Fehler im Verhéltnis immer weniger, da fiir die Anzahl der Gitterpunkte
gilt: I = 2/Apu. Aulerdem wéchst der Fehler in der verkiirzten GauBelimination quadratisch
mit der Anzahl der p-Gitterpunkte (siehe SAMARSKIJ [1984], S. 38), so da} die Darstel-
lungsgenauigkeit der Variablen von single precision auf double precision erhcht werden mu$,
wodurch der Rechenaufwand steigt.

Bei der untersten Kurve in Abbildung 3.8 sind die Auswirkungen der begrenzten Dar-
stellungsgenauigkeit der Zahlen im Rechner bereits zu erkennen, da der relative Fehler der
Anisotropie zweiter Ordnung fiir eine ungerade Anzahl von Gitterpunkten so klein wird, dafl
die maschineninternen Rundungsfehler zum Tragen kommen.

Neben der Anzahl der Gitterpunkte, die durch die vorhandene Rechnerkapazitit begrenzt
ist, ist der Wert der Konstanten C' aus der Ungleichung (3.1) fiir die Approximationsgenau-
igkeit der Losung von entscheidender Bedeutung, wie man am Versatz der Kurven gegenein-
ander in Abbildung 3.8 erkennen kann.

Die hervorragenden Approximationseigenschaften des p-Transportes sind an einer ganzen
Reihe von Losungen der stationdren Transportgleichung fiir konstante Ausbreitungsbedin-
gungen iiberpriift worden. Als eine Auswahl der in Anhang A aufgefiihrten Losungen sind in
der Tabelle 3.2 die analytisch und numerisch berechneten Anisotropien £,,5 zusammen mit den
relativen Fehlern der numerisch berechneten Anisotropien fiir die Ausbreitungsbedingungen
AN/L=1,¢=15 H=0,6 =04und \|/L =1, § =2, H=0.05 6 =0 aufgelistet. Die
numerischen Losungen wurden mit einem p-Gitter von I = 40 Gitterpunkten berechnet.

3.4.2 Uberpriifung der Giiltigkeit des steady-state-Theorems

Zur Uberpriifung der korrekten zeitlichen Approximation der Transportgleichung eignet sich
das steady-state-Theorem aus Abschnitt 2.2.3. Die Giiltigkeit des steady-state-Theorems fiir
die exakte Losung der Transportgleichung ist eine Eigenschaft, die auch fiir die numerisch be-
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rechnete Losung gelten mufl. Besonders hohe Anforderungen werden dabei an das numerische
Verfahren fiir eine d-Injektion in der Zeit gestellt. Fiir das diskrete zeitliche Raster bedeutet
dies, daf3 die Injektion nur wéihrend eines einzigen Zeitschrittes erfolgt. Die damit verbunde-
nen raumlichen und zeitlichen Verdnderungen der Losung sind sehr grof3, so daf3 die Auflésung
des rdumlichen und zeitlichen Rasters hinreichend fein gewédhlt werden mufl. Im folgenden
soll tiberpriift werden, ob die rdumliche und zeitliche Schrittweite von As = 0.01 AU und
A7 = 0.01026 AU ausreichend ist, um die Giiltigkeit des steady-state-Theorems zu gewéahr-
leisten.

Von besonderem Interesse ist dabei der Bereich, der von den radialen Abstédnden r =
0.3 AU und r = 1 AU begrenzt wird, da dies den inneren bzw. &ufleren Begrenzungen der Flug-
bahnen der HELIOS-Satelliten entspricht. Die Auswertung der Mefidaten des E6-Experiments
an Bord der HELIOS-Satelliten erfordert speziell in diesem Bereich zuverlédssige numerische
Losungen. Desweiteren ist es angebracht, die Giiltigkeit des steady-state-Theorems sowohl
fiir starke Pitchwinkelstreuung, wie z. B. A, = 0.1 AU, als auch fiir schwache Pitchwinkel-
streuung, wie z. B. A\, = 0.4 AU, zu {iberpriifen. Fiir die Form des PWSK soll ¢ = 1.6, H =0
und 6 = 0 angenommen werden, um den Fall eines ausgeprigten “resonance gap” einzuschlie-
Ben. In der Tabelle 3.3 sind die stationdren Anisotropien &, fiir die ersten vier Ordnungen
aufgelistet. Eine Darstellung der stationédren Anisotropien fiir A, = 0.1 AU erfolgt im obe-
ren Teil der Tabelle, wihrend im unteren Teil die stationdren Anisotropien fiir A\, = 0.4 AU
aufgelistet sind. Es wird dabei unterschieden zwischen den stationiren Anisotropien, wie sie
nach Abschnitt 3.3 berechnet werden und den Anisotropien, wie sie sich aus der Anwendung
des steady-state-Theorems ergeben. Die Summation bei der Anwendung des steady-state-
Theorems erfolgt bis zu demselben Zeitpunkt, der als Ausbreitungszeit zur Approximation
der stationdren Losung verwendet wird. Aus Abschnitt 3.3 ergibt sich somit fiir A\, = 0.1 AU
eine Summationszeit von max = 374.4 AU und fiir A, = 0.4 AU eine Summationszeit von Tyax
= 249.6 AU. Zum besseren Vergleich der durch Anwendung des steady-state-Theorems ge-
wonnenen stationdren Anisotropien mit den direkt berechneten stationéren Anisotropien ist
die relative Abweichung beider Werte als zusétzliche Spalte in die Tabelle 3.3 aufgenommen
worden. Die relative Abweichung betréigt maximal 1 %, womit gezeigt ist, dafy das steady-
state-Theorem seine Giiltigkeit fiir die in Tabelle 3.3 aufgelisteten numerischen Losungen in
guter Naherung beibehélt.

Vergleicht man die relativen Abweichungen fiir den radialen Abstand von r = 0.3 AU
(linke Héilfte der Tabelle 3.3) mit denen fiir einen radialen Abstand von r = 1 AU (rech-
te Halfte der Tabelle 3.3), erkennt man deutlich, da die relativen Abweichungen fiir r =
0.3 AU grofler sind. Der Grund hierfiir ist die sich in der Ndhe der Sonne auf kleinen zeit-
lichen Skalen verdndernde Losung, die durch die vom Betrag her grofie und raumlich stark
variable Fokussierungslinge geprégt ist, so daf} sich das diskrete rdumliche Raster in diesem
Bereich bemerkbar macht. Eine weitere Verfeinerung des zeitlichen Gitters reduziert zwar
die relative Abweichung, ist jedoch mit einem erhéhten Rechenaufwand verbunden, da der
Zeitschritt A7 durch die CFL-Stabilitétsbedingung (3.4) an die rdumliche Gitterweite As
gekoppelt ist. So mufl z. B. bei einer Halbierung der zeitlichen Gitterweite eine Vervierfa-
chung des Rechenaufwandes bewéltigt werden. Angesichts der Tatsache, dafy die numerischen
Losungen der Datenauswertung des E6-Experiments dienen sollen, die mit einem gewissen
statistischen Fehler behaftet sind, und angesichts des hinzukommenden systematischen Feh-
lers durch die vereinfachten Modellannahmen der Teilchenausbreitung ist die hier erzielte
Ubereinstimmung der stationdren Anisotropien vollkommen ausreichend. Sollte jedoch die
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N —01AU G=16 H=0,6=0
r = 0.3 AU (s = 0.31 AU) r=1AU (s = L17 AU)
stationar Theorem | A&,s/Ens in % stationir Theorem | A,s/Ens in %
§1s 0.3538345 | 0.3536240 0.060 0.1751831 | 0.1751850 0.001
s 0.0455107 | 0.0453579 0.336 0.0070815 | 0.0070817 0.002
&3¢ || -0.1117940 | -0.1121710 0.337 -0.0560595 | -0.0560600 0.001
&4s || -0.0162063 | -0.0163797 1.070 -0.0026450 | -0.0026444 0.022
N —04AU, G=16 H=0,6=0
r = 0.3 AU (s = 0.31 AU) r=1AU (s = 1.17 AU)
stationir Theorem | A&,s/Ens in % station&r Theorem | A,s/&ns in %
&1s 1.245782 1.245530 0.020 0.643545 0.643545 0.000
§os 0.582423 0.582071 0.061 0.102809 0.102810 0.000
&3s -0.122350 -0.122670 0.261 -0.188589 -0.188589 0.000
us -0.133080 | -0.133229 0.111 -0.036701 -0.036700 0.003

Tabelle 3.3: Die nach Abschnitt 3.3 berechneten stationéren Anisotropien und die durch die
Anwendung des steady-state-Theorems aus Abschnitt 2.2.3 berechneten Aniso-
tropien sind zusammen mit der relativen Abweichung voneinander aufgelistet.
Den in der oberen Hilfte der Tabelle aufgefiihrten Werten liegt eine radiale mitt-
lere freie Weglidnge von A; = 0.1 AU und ein PWSK mit § = 1.6, H = 0 und
¢ = 0 zugrunde. Die Werte in der unteren Hiilfte der Tabelle sind hingegen fiir A,
=0.4 AU berechnet worden. Zusétzlich wird noch zwischen einem radialen Ab-
stand von = 0.3 AU (linke Héilfte) und » = 1 AU (rechte Hélfte) unterschieden.

Datenauswertung eines zukiinftigen Experiments auf radiale Absténde mit r < 0.3 AU aus-
gedehnt oder ein quantitativer Vergleich mit analytischen N#herungslosungen vorgenommen
werden, so ist das rdumliche und damit auch das zeitliche Gitter weiter zu verfeinern.

Die in der rechten Hélfte der Tabelle 3.3 aufgelisteten relativen Abweichungen der sta-
tiondren Losungen fiir einen radialen Abstand von 7 = 1 AU sind bereits duflerst gering
(< 0.03 %). Dies liegt zum einen an den sich rdumlich nur noch geringfiigig dndernden Aus-
breitungsbedingungen, zum anderen aber auch an der im Verhéltnis zur Diffusion grofler
werdenden Fokussierungsldnge, so dafl sich insgesamt die Losungen rdumlich und zeitlich
weniger stark dndern.

Es kann daher davon ausgegangen werden, dafl die numerischen Losungen, die mit einem
rdumlichen Gitterabstand von As = 0.01 AU und einem daraus folgenden zeitlichen Gitter-
abstand von A7 = 0.01026 AU mit dem GREF-Programm berechnet werden, fiir grofiere
radiale Abstédnde, wie z. B. r = 1 AU, die exakten Losungen sehr gut approximieren.

3.4.3 Uberpriifung durch ein weiteres Differenzenverfahren

Die bisher vorgestellten Tests des GREF-Programms beruhten zum einen auf Spezialfdllen
der Transportgleichung, fiir die analytische Losungen angegeben werden koénnen, und zum
anderen auf der Uberpriifung der Giiltigkeit des steady-state-Theorems. Ein direkter Ver-
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gleich der numerischen Losungen fiir allgemeine Ausbreitungsbedingungen ist nur mit den
numerischen Losungen eines weiteren, moglichst unabhéngig entwickelten Differenzenverfah-
rens durchzufiihren. Betrachtet man die Verdffentlichungen in den letzten Jahren, die sich
mit der numerischen Losung der Transportgleichung beschéftigen, so ist die Arbeit von RUF-
FOLO [1991] hervorzuheben. Im Gegensatz zu anderen Autoren ist das von ihm entwickelte
Differenzenverfahren nicht auf eine rdumlich konstante Fokussierungslinge angewiesen, son-
dern berticksichtigt die durch die Archimedische Spirale des interplanetaren Magnetfeldes
vorgegebene rdumliche Abhéngigkeit der Fokussierungslange.

Das Differenzenverfahren von RUFFOLO [1991] orientiert sich, genau wie das in dieser
Arbeit vorgestellte Verfahren, an der Arbeit von NG AND WONG [1979], weist aber dennoch
drei wesentliche Unterschiede auf:

1. Der rédumliche Transport ist exakt, wie in Abschnitt 3.2.1.1 beschrieben wird, so daf} kein
raumlicher Diskretisierungsfehler auftritt. Ein Nachteil ist die Kopplung des riumlichen
Schrittes As an die Gitterweite Ay des p-Transportes, wodurch sehr feine raumliche
Gitterweiten gewahlt werden miissen. Das Differenzenverfahren ist dadurch, verglichen
mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Differenzenverfahren, um den Faktor [I/2] lang-
samer, wobei I die Anzahl der Gitterpunkte des p-Gitters mit einem typischen Wert
von I = 40 darstellt. Mit dem exakten s-Transport ist somit im Regelfall eine um den
Faktor 20 groflere Laufzeit verbunden. Dabei ist zu iiberlegen, ob dieser Mehraufwand
an Rechenzeit nicht besser genutzt werden kann, indem der zeitliche Schritt A7 weiter
verfeinert wird, um so den zeitlichen Diskretisierungsfehler zu verringern. Der gesam-
te Diskretisierungsfehler setzt sich aus den Anteilen des rdumlichen und des zeitlichen
Diskretisierungsfehlers zusammen, so dafl eine Minimierung des Gesamtfehlers bei vor-
gegebenem Rechenaufwand immer mit einer Reduzierung sowohl des rdumlichen als
auch des zeitlichen Fehlers verbunden ist. Anders ist die Situation hingegen, wenn der
rdumliche Diskretisierungsfehler fiir spezielle Untersuchungen ausgeschlossen werden
soll.

2. Der pu-Transport setzt sich aus einer Abfolge von impliziten und expliziten Rechenschrit-
ten zusammen. Die Anzahl der n impliziten und n expliziten Zwischenschritte wird in
einem iterativen Prozefl ermittelt, indem die Anzahl n der Zwischenschritte sukzessiv
verdoppelt wird, so daf sich die Folge n = 1, 2, 4, 8, ... ergibt. Mit der Erhohung der
Anzahl n ist eine Verfeinerung des Zwischenzeitschrittes A7 = n - Ar/2 verbunden, so
daf} sich die PWV schliellich im Verhéltnis zur weiteren Verfeinerung des Zwischen-
zeitschrittes nur noch geringfiigig dndert. Durch Setzen einer Toleranzgrenze dieser
Veranderung kann der iterative Prozefl zum Abbruch gebracht werden. Da zumindest
ein Vergleich stattfindet, stellt sich im giinstigsten Fall der Wert n = 2 ein. Vorteil dieses
Verfahrens ist die Anpassung des Zwischenzeitschrittes im p-Transport an die gegebe-
nen Anfangs- und Ausbreitungsbedingungen. So wird eine angemessene Dampfung der
hochfrequenten Anteile der Losung im Verlauf der Zeit gewéhrleistet, ohne dafl negative
Phasenraumdichten auftreten kénnen (siehe Abschnitt 3.2.2). Durch die Abfolge von
impliziten und expliziten Rechenschritten wird, &hnlich wie bei dem Crank-Nicholson-
Schema, die Konvergenzordnung in der Zeit erhdht. Nachteilig wirkt sich der enorme
Rechenaufwand aus, der betrieben werden mufl, um zunéchst die Anzahl n der not-
wendigen Zeitschritte zu bestimmen. Die mit dem sehr feinen Zwischenzeitschritt A7



88

KAPITEL 3. DAS DIFFERENZENVERFAHREN

durchgefiihrte Berechnung ist zwar sehr genau, wirft aber wie schon unter 1. die Fra-
ge auf, ob der damit verbundene Rechenaufwand nicht besser zur Verringerung des
gesamten Zeitschrittes AT verwendet werden sollte.

. Die Umsetzung des Differenzenverfahrens in ein lauffdhiges Computerprogramm erfolgt

durch die Programmiersprache C und nicht in FORTRAN wie beim GREF-Programm.
Die Darstellungsgenauigkeit der Variablen ist dabei durch double precision festgelegt
(private Mitteilung von RUFFOLO vom 10. Mai 1996).

Abschlielend kann gesagt werden, dafl das Differenzenverfahren von RUFFOLO [1991] fiir ein
festgelegtes zeitliches Gitter genauer ist als das in dieser Arbeit vorgestellte Differenzenverfah-
ren. Dieser Gewinn an Approximationsgenauigkeit wird jedoch mit einem unverh&ltnisméfig
hohen Rechenaufwand erreicht. Dies erweist sich besonders dann als Nachteil, wenn eine
grofe Anzahl von numerischen Losungen fiir unterschiedliche Ausbreitungsbedingungen im
Rahmen der Datenauswertung berechnet werden muf.

Die fiir den Vergleich verwendeten Gitterabstdnde sowie Anfangs- und Randbedingun-
gen weichen etwas von den in dieser Arbeit verwendeten Werten ab und werden daher im
folgenden aufgelistet:

1.

Die Anzahl der u-Gitterpunkte betréigt fiir beide Differenzenverfahren I = 35, so
daB sich eine Gitterweite von Ay = 0.0572 ergibt. Wegen des unterschiedlichen s-
Transportes ist eine identische Wahl des rdumlichen und zeitlichen Gitters nicht mog-
lich. Um dennoch &hnliche Approximationsbedingungen fiir beide Verfahren zu erhalten,
wird der gleiche zeitliche Gitterabstand von At = 0.01 h gew&hlt. Fiir das Verfahren von
RUFFOLO [1991] ergibt sich somit bei einer Teilchengeschwindigkeit von v = 1.4 AU/h
ein rdumlicher Gitterabstand von As = 0.0008 AU, wahrend fiir das in dieser Arbeit
vorgestellte Verfahren ein rdumlicher Gitterabstand von As = 0.0136 AU folgt.

. Die innere Grenze befindet sich bei einem radialen Abstand von » = 0.01 AU und wird

als reflektierend angenommen. Die duflere Grenze hat keinen Einfluf auf die berechneten
PWVs, da der Abstand zum Beobachtungsort hinreichend weit entfernt gewahlt wird.

. Die Teilchen werden an der inneren Grenze, d. h. bei r = 0.01 AU, in einer sowohl in der

Zeit als auch im Pitchwinkel §-formigen Injektionsfunktion injiziert. Fiir das diskrete
Raster bedeutet dies, daf3 die Teilchen zum Zeitpunkt ¢t = 0 wahrend eines Zeitschrittes
in den hochsten Pitchwinkelgitterpunkten injiziert werden.

. Durch die Annahme einer Sonnenwindgeschwindigkeit von vgy, = 400 km/s, einer helio-

graphischen Breite von # = 90° und einer mittleren siderischen Winkelgeschwindigkeit
der Sonne von w = 0.0105 rad/h ergibt sich der Wert 8 = —1.095 AU™L. Der radiale
Verlauf der Fokussierungslange folgt aus dem interplanetaren Magnetfeld in Form einer
Archimedischen Spirale.

. Die Form des PWSK wird durch die Parameter ¢§ = 1.6, H = 0 und 6 = 0 festgelegt.

Die radiale mittlere freie Wegldnge A\, wird als konstant angenommen.

Zum Vergleich der absoluten Werte des go-Koeffizienten wird folgende Normierung der
PWYV vorgenommen:
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Die numerischen Losungen beider Verfahren sind exemplarisch fiir r = 1 AU fiir die ra-
diale mittlere freie Wegldnge A, = 0.1 AU in der Abbildung 3.9 bzw. die radiale mittlere freie
Weglinge A\, = 0.4 AU in der Abbildung 3.10 dargestellt. Die Ergebnisse des Differenzenver-
fahrens von RUFFOLO [1991] werden durch durchgezogene Kurven dargestellt, wihrend die
Ergebnisse des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens durch gestrichelte Kurven dargestellt
werden. Fiir die radiale mittlere freie Wegldnge A\, = 0.4 AU in der Abbildung 3.10 ergibt sich
eine perfekte Ubereinstimmung der zeitlichen Verldufe sowohl der omnidirektionalen Inten-
sitét go als auch der Anisotropien &, die bis zur vierten Ordnung dargestellt sind. Betrachtet
man die Abbildung 3.9 mit einer radialen mittleren freien Wegldnge von A, = 0.1 AU, so
zeigen sich geringe Unterschiede in der Anfangsphase der PWYV. Dies liegt zum einen an dem
exakten s-Transport von RUFFOLOS [1991] Verfahren, das die steilen raumlichen Gradienten
an der Ausbreitungsfront der Teilchen besser approximiert, so dafl die Anisotropien in der
Anfangsphase des Ereignisses systematisch groflere Werte annehmen. Zum anderen ist der
Zeitschritt At bzw. A7 noch nicht fein genug, als dafl sich die zusétzlichen Zwischenzeit-
schritte im p-Transport von RUFFOLO [1991] nicht mehr bemerkbar machten. Da es jedoch
bei starker Diffusion nur sehr wenige Teilchen gibt, die, (fast) ohne gestreut zu werden,
den Beobachter erreichen, ist die Anfangsphase dieser solaren Ereignisse vom Untergrund
iiberdeckt und damit keiner Auswertung zugénglich. Der geringe Unterschied der Ergebnis-
se beider Verfahren in der Anfangsphase des solaren Ereignisses ist daher ohne praktische
Bedeutung.

Beim Vergleich der numerischen Losungen beider Verfahren hat sich eine sehr gute Uber-
einstimmung gezeigt. Da beide Verfahren vollig unabhéingig voneinander entwickelt wurden,
zudem noch in unterschiedlichen Programmiersprachen, kénnen Fehler bei der Programmie-
rung weitestgehend ausgeschlossen werden. Auch die Approximationsgenauigkeit der Trans-
portgleichung durch beide Verfahren scheint mit diesem Vergleich erwiesen. Speziell fiir das
in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren bedeutet dies, dafl die Approximationsgenauigkeit des
Verfahrens von RUFFOLO [1991] fast erreicht wird, jedoch mit einem um Gréfenordnungen
geringeren Rechenaufwand.

Betrachtet man die Anzahl der Zwischenschritte n in RUFFOLOS [1991] p-Transport fiir
die in den Abbildungen 3.9 und 3.10 dargestellten numerischen Losungen, so ergibt sich fol-
gende Abhéngigkeit von der Bogenlidnge s: n =8 fiir s <1 AU, n=4fiir 1 AU <s <2 AU
und n = 2 fiir s > 2 AU (private Mitteilung von RUFFOLO 20.5.96). Nimmt man iiber die
gesamte Ausbreitungszeit von 6 h einen Durchschnittswert von n = 4 an, so ergeben sich
1 + 2+ 4 = 7 Iterationsschritte. Zusammen mit dem um den Faktor [35/2] = 17 aufwen-
digeren s-Transport ergibt sich eine um zwei Gréfenordnungen groBere Rechenzeit.'® Dies

18Bei genauerer Betrachtung muf natiirlich beriicksichtigt werden, daf der s-Transport von RUFFOLO [1991]
einfacher in der Struktur und damit scheller ist als der im GREF-Programm verwendete s-Transport, welcher
aus dem upwind-Verfahren und dem FCT besteht. Andererseits kann der um den Faktor 17 erhdhte Spei-
cherplatzbedarf die Rechengeschwindigkeit herabsetzen, falls der zur Verfiigung stehende Rechner nicht iiber
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Abbildung 3.9:
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Die omnidirektionale Intensitit gg und die Anisotropien &, bis zur vierten
Ordnung sind im zeitlichen Verlauf am Ort r = 1 AU dargestellt. Die ra-
diale mittlere freie Weglange betrigt A, = 0.1 AU (siehe Text fiir weitere
Ausbreitungsparameter). Die durchgezogenen Kurven reprisentieren die nu-
merische Losung von RUFFOLO [1991], die gestrichelten Kurven die des in
dieser Arbeit vorgestellten Differenzenverfahrens.
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Abbildung 3.10:

Die omnidirektionale Intensitit gy und die Anisotropien &, bis zur vierten
Ordnung sind im zeitlichen Verlauf am Ort r = 1 AU dargestellt. Die ra-
diale mittlere freie Weglénge betrigt A\, = 0.4 AU (siehe Text fiir weitere
Ausbreitungsparameter). Die durchgezogenen Kurven représentieren die nu-
merische Losung von RUFFOLO [1991], die gestrichelten Kurven die des in
dieser Arbeit vorgestellten Differenzenverfahrens.
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bedeutet fiir die Berechnung der hier dargestellten numerischen Lésungen eine Rechenzeit
von mehreren Stunden im Fall von RUFFOLOS [1991] Verfahren, wihrend das in dem GREF-
Programm umgesetzte Verfahren nur weniger Minuten bedarf. Dieser Unterschied von zwei
GroBenordnungen in der Rechenzeit erweist sich als entscheidend, wenn stationére Losungen
fiir unterschiedliche Ausbreitungsbedingungen berechnet werden sollen, da diese Rechnungen
wegen der groflen Ausbreitungszeit der Teilchen ohnehin schon sehr aufwendig sind.

ausreichend Arbeitsspeicher verfiigt. Insgesamt liegt der Laufzeitunterschied beider Programme dennoch bei
zwei GroBlenordnungen, wie direkte Vergleiche der Laufzeiten ergeben haben.



Kapitel 4

Die erweiterte Transportgleichung

In der in Kapitel 2 vorgestellten Transportgleichung (2.1) sind die durch den Sonnenwind ver-
ursachten Effekte zunéchst vernachlissigt worden. Dies ist sicherlich zu rechtfertigen, wenn
die Geschwindigkeit v der geladenen Teilchen wesentlich grofler ist als die Sonnenwindge-
schwindigkeit vgy ~ 400 km/s.

In diesem Kapitel soll nun eine quantitative Aussage iiber den Beitrag der durch den Son-
nenwind bedingten Effekte zum Transport der geladenen Teilchen in der inneren Heliosphére
gemacht werden. Von besonderem Interesse ist dabei der Energiebereich der Elektronen, Pro-
tonen und a-Teilchen von einigen MeV bis zu einigen 10 MeV, der mit dem E6-Experiment
auf den HELIOS-Satelliten abgedeckt wird (siehe Abschnitt 1.2).

4.1 Die Verteilungsfunktion F(t,s, u’,p’)

Nachdem lange Zeit keine Transportgleichung bekannt war, die sowohl durch den Sonnen-
wind verursachte Impulsdnderungen der Teilchen als auch vom Pitchwinkel abhéngige Ef-
fekte wie die Fokussierung beriicksichtigt, ist es RUFFOLO [1995] gelungen, die Transport-
gleichung (2.58) um die entsprechenden Terme zu erweitern. Beschrinkt man sich auf die
wesentlichen Terme dieser erweiterten Transportgleichung (siche Gleichung (11) bei RUFFO-
LO [1995]), so ergibt sich:

aa—]; + ([,u'v' - (1 - 0‘;#) Vsw sec(\I/)] F>
+ <v' 125(‘;;21? - n(s,u')g—f;) (4.1)

0
ds
0
o'

0 , sec(¥) , d ,
oy (p Usw [ 2L(5) (1—p?) + Cos(\If)E (sec(¥)) p 2] F>
0

Wie man sofort erkennt, erhilt man die Transportgleichung (2.58) fiir den Grenzfall
Vew = 0.1

!Die Fokussierungsldnge wird davon unabhingig weiterhin durch die Archimedische Spirale des interplane-
taren Magnetfeldes festgelegt.

93
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Die in der erweiterten Gleichung (4.1) auftretende Verteilungsfunktion

;. d3N

F(t’S»u,p)—m (4.2)
gibt die Anzahl der Teilchen im Léngenintervall [s,s + ds| entlang der FluBréhre in dem
Pitchkosinusintervall [p/, 1/ + dp'] und dem Impulsintervall [p’,p’ + dp'] an und ist damit
proportional zur differentiellen Intensitéit. Bei der Grofle F' handelt es sich somit nicht um
die Phasenraumdichte! Auf diesen Unterschied ist deshalb besonders hinzuweisen, damit die
Energiespektren der differentiellen Intensitéit I(E’) korrekt in Impulsspektren I(p’) umge-
rechnet werden. Diese konnen dann direkt mit den Losungen F(t,s,p’,p’) der erweiterten
Transportgleichung verglichen werden. Fiir den einfachen Fall eines Potenzgesetzes im Ener-
giespektrum der bei einem solaren Ereignis gemessenen differentiellen Intensitiit 2

ENT
I - 4.3
*(i) -
folgt fiir nichtrelativistische Energien unmittelbar ein Potenzgesetz im Impulsspektrum:

;N\ =
F x <p—,> mit & % 2y (4.4)
Po

RUFFOLO [1995] verwendet exemplarisch die Werte ¢’ = 2.5 und 5 fiir seine Berechnun-
gen, wobei er bei einem Wert von ¢’ = 5 von einem sehr steilen Spektrum spricht, wihrend
d" = 2.5 nach seiner Aussage einem typischen Verlauf eines Spektrums nahekommt. Da ein
typisches Energiespektrum eines solaren Ereignisses jedoch einen Exponenten von v/ = 2.5
aufweist, folgt daraus nach der Gleichung (4.4) ein Exponent fiir das entsprechende Impuls-
spektrum von ¢ = 5. Dal RUFFOLO [1995] ein Impulsspektrum mit 8’ = 5 dennoch als sehr
steiles Spektrum bezeichnet, ist darauf zuriickzufithren, daf} er filschlicherweise den Faktor 2
in der Gleichung (4.4) iibersehen hat (Bestétigung durch private Mitteilung von RUFFOLO
vom 21.11.1995).

4.2 Die Bezugssysteme

4.2.1 Definition der Bezugssysteme

Die in der Verteilungsfunktion F(t,s,u’,p’) auftretenden Variablen Zeit ¢, Ort s entlang der
Magnetfeldlinie, Pitchkosinus g/ und Impulsbetrag p’ stammen aus zwei unterschiedlichen
Bezugssystemen. Die gestrichenen Gréfien p/ und p’ sind in einem sich mit dem Sonnenwind
mitbewegten Bezugssystem definiert, wahrend der Ort s sich an einem festen Punkt auf der
Magnetfeldlinie (ortsfestes Bezugssystem) befindet, so dafl die Bogenldnge s konstant ist.
Aufgrund der Winkelgeschwindigkeit wg der Sonnenrotation ist es angebracht, das ortsfeste
Bezugssystem zusitzlich mit der Sonne mitrotieren zu lassen (Korotation). Dies ist in dop-
pelter Hinsicht vorteilhaft: Zum einen befindet sich der Ort s immer auf derselben Magnet-
feldlinie, entlang welcher sich die energiereichen Teilchen in idealisierter Weise in Form einer

2Die Annahme eines Potenzgesetzes im Energiespektrum soll nur stiickweise in dem hier betrachteten
Energieintervall gelten. Wiirde man hingegen ein Potenzgesetz mit v > 1 fiir den gesamten Energiebereich von
E € [0, 00] annehmen, so wiirde sich fiir v > 1, iiber den gesamten Energiebereich integriert, eine unendliche
Intensitét ergeben.
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Abbildung 4.1: Der Betrag der Sonnenwindgeschwindigkeit v§,, (in AU/h) im korotierenden
ortsfesten Bezugssystem ist fiir eine radiale Komponente von vgy, = 400 km/s
in Abhéngigkeit vom radialen Abstand r (links) und von der Bogenldnge s
entlang der Magnetfeldlinie dargestellt.

Fluirohre ausbreiten; zum anderen fiihrt die Projektion der im ortsfesten Bezugssystem radial
von der Sonne weggerichteten Sonnenwindgeschwindigkeit vg, T auf das korotierende ortsfeste
Bezugssystem zu einer Sonnenwindgeschwindigkeit v§, die tangential zur Magnetfeldlinie
verlduft:

Viy = Uswl — wsrsin(f) @

= Ugy$ (4.5)
Fiir den Betrag der Sonnenwindgeschwindigkeit im korotierenden ortsfesten Bezugssystem
ergibt sich

Ve = Usw sec(U(s)) (4.6)

S

mit dem bereits in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrten Winkel U zwischen der radialen Richtung
und der Archimedischen Spirale des interplanetaren Magnetfeldes.

In Abbildung 4.1 ist der Betrag der Sonnenwindgeschwindigkeit vg, im korotierenden
ortsfesten Bezugssystem fiir eine radiale Komponente von vy, = 400 km/s in Abh#ngigkeit
sowohl von dem radialen Abstand r als auch von der Bogenlénge s entlang der Magnetfeldlinie
aufgetragen. Die Sonnenwindgeschwindigkeit v§, in Abbildung 4.1 ist in der Einheit AU/h
angegeben, um einen besseren Vergleich mit der Teilchengeschwindigkeit v zu ermoglichen,
die bei energiereichen Teilchen im Sonnensystem iiblicherweise in AU /h angegeben wird. Wie
aus der Abbildung 4.1 zu entnehmen ist, steigt die Sonnenwindgeschwindigkeit vg, mit zu-
nehmendem Abstand von der Sonne monoton an und betrigt bereits bei wenigen AU radialen
Abstands ein Vielfaches der radialen Komponente vgy, = 0.0096 AU /h. Grund hierfiir ist die
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Geschwindigkeitskomponente der Korotation, die mit grofler werdendem radialen Abstand
monoton ansteigt. Fiir extrem grofie Abstédnde von der Sonne (> 700 AU; zum Vergleich: der
Radius der Heliospére betriagt ~ 100 AU) bedeutet dies, dal die Sonnenwindgeschwindig-
keit vS, nach Gleichung (4.6) theoretisch grofler werden kann als die Lichtgeschwindigkeit c.
Praktisch ist dies aber ohne Bedeutung, da der radiale Giiltigkeitsbereich der erweiterten
Transportgleichung ohnehin durch den nicht beriicksichtigten Effekt der Querdiffusion be-
schrinkt wird, die mit radialem Abstand an Bedeutung zunimmt.

4.2.2 Die Compton-Getting-Transformation

Fiir einen Betrachter im korotierenden ortsfesten Bezugssystem scheint sich der Ursprung
des im Sonnenwind verankerten und somit mitgefiihrten Koordinatensystems mit der Ge-
schwindigkeit vS,, in positiver Richtung entlang der Magnetfeldlinie s fortzubewegen. Unter
der Annahme, dafl der Betrag der Sonnenwindgeschwindigkeit v§,, wesentlich kleiner ist als
die Lichtgeschwindigkeit ¢, d. h. unter Vernachlissigung der Terme von der Ordnung (vS, /c)?,
transformieren sich die Teilchengeschwindigkeiten zu:

v=v+vS, & VvV =v-vS (4.7
Daraus folgt unmittelbar:
vp=2p g, & Vi =op g, (4.8)

Die Phasenraumdichte ist, wie schon in Kapitel 2 erwéhnt, invariant unter Lorentz-Trans-
formationen, so dafl mit dem in Polarkoordinaten geschriebenen Impulsvektor p gilt:

f.9,0) = f'(0, 9, ¢) (4.9)

Fiir eine Pitchwinkelverteilung im mitbewegten System des Sonnenwindes bedeutet dies, daf3
die entsprechende Winkelverteilung im korotierenden ortsfesten Bezugssystem ebenfalls eine
Pitchwinkelverteilung ergeben muf}, da die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung der Teilchen durch die Transformation (4.8) der Geschwindigkeiten nicht
beeinfluBt wird.? Fiir ein ortsfestes, nicht korotierendes Bezugssystem bleiben die Pitchwin-
kelverteilungen bei der Transformation vom mitbewegten Bezugssystem in das ortsfeste Be-
zugssystem im allgemeinen nicht erhalten. Die Winkelverteilungen im ortsfesten Bezugssy-
stem lassen sich dann nur noch durch allgemeine Kugelfunktionen beschreiben (vgl. STEVENS
AND HoyNG [1986]).

Fiir die folgenden Betrachtungen im Zusammenhang mit dem hier verwendeten korotieren-
den ortsfesten Bezugssystem vereinfacht sich die Gleichung (4.9) fiir Pitchwinkelverteilungen
Zu:

fo,m) = f'0' 1) (4.10)

3Beriicksichtigt man bei der Transformation zusitzlich die relativistischen Effekte, so wird zwar die Ge-
schwindigkeitskomponente senkrecht zur Ausbreitungsrichtung veréndert, jedoch nicht die Abhéngigkeit vom
Azimuthwinkel ¢’ bzw. ¢ (vgl. JACKSON [1982], S. 621f.). Unter der Voraussetzung, daf sich die Inertialsysteme
in Richtung der Symmetrieachse der Pitchwinkelverteilungen zueinander bewegen, werden Pitchwinkelvertei-
lungen bei der Addition von Geschwindigkeiten in Pitchwinkelverteilungen tiberfiihrt.
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Fiir die Transformation des Betrags des Impulses p’ in das korotierende ortsfeste Bezugssy-
stem erhélt man fiir nichtrelativistische Energien unter Verwendung der Transformation (4.7)

und des Kosinussatzes:
2
C C
p/:p\/l—QUSTW,u—I— <UTW> (4.11)

Aus dieser Gleichung und der Gleichung (4.8) 148t sich unmittelbar die Transformation des
Pitchkosinus p’ ableiten

_ 5w
! __ ,LL v

2
1 [ Vs
\/ _:Z_;W“_i_ <_ ZW>

so dafl sich schliellich fiir einen Beobachter im korotierenden ortsfesten Bezugssystem folgende
Phasenraumdichte ergibt (vgl. IPAVICH [1974]):

(4.12)

— C
flp,n) = f' [ pvV/1—2au+ a2, i mit o 9 Lew (4.13)
V1-—2apu+ a? v

Diese Transformation wird {iblicherweise als Compton-Getting- Transformation bzw. Comp-
ton-Getting- Effekt bezeichnet (siche COMPTON AND GETTING [1935]). Der Beobachter im
korotierenden ortsfesten Bezugssystem “tastet” sozusagen je nach Blickrichtung die Phasen-
raumdichte f’ sowohl fiir unterschiedliche Impulse als auch fiir unterschiedliche Winkel ab.
Die scheinbare Verinderung der Phasenraumdichte f’ ergibt sich somit durch eine Transfor-
mation sowohl des Impulses p’ als auch des Pitchkosinus p/. Ist die Winkelverteilung z. B.
im mitbewegten Bezugssystem isotrop, so fiihrt die Transformation des Pitchkosinus p’ zu
keiner Verinderung der Pitchwinkelverteilung. Dadurch aber, dafl der Beobachter im korotie-
renden ortsfesten Bezugssystem je nach Blickrichtung unterschiedliche Impulse der Phasen-
raumdichte f’ im mitbewegten Bezugssystem “abtastet”, scheint die Pitchwinkelverteilung
fiir den Beobachter nicht isotrop, falls die Impulsverteilung der Phasenraumdichte f’ nicht
gleichférmig ist. Lafit sich das Impulsspektrum beispielsweise durch ein Potenzgesetz mit ei-
nem Exponenten ungleich null beschreiben, so “tastet” der Beobachter je nach Blickrichtung
dieses Impulsspektrum ab und beobachtet eine winkelabhéngige Phasenraumdichte f.

Wie bereits erwéihnt, lassen sich die Energiespektren solarer Ereignisse durch Potenzge-
setze der Form (4.3) mit einem typischen Spektralindex von 7' = 2.5 beschreiben. Unter
Verwendung der Beziehung zwischen differentieller Intensitdt I und der Phasenraumdichte
I = p*f (Gleichung (2.2)) und der Transformation des Impulses p’ folgt:

I o< E7(1 — 20 + o)~ 0"+ (4.14)

Fiir einen Detektor, der nur die Energie Ey wahrnimmt, bedeutet dies, dal je nach Blick-
richtung unterschiedliche Energien im mitbewegten Bezugssystem “abgetastet” werden. Iso-
trope Pitchwinkelverteilungen im mitbewegten Bezugssytem werden somit im korotierenden
ortsfesten Bezugssystem, abgesehen von dem Spezialfall v/ = —1, zu anisotropen Pitchwin-
kelverteilungen. Entwickelt man z. B. die Gleichung (4.14) fiir « < 1 und 4/ = 2.5 in einer
Taylorreihe bis zum linearen Glied, so ergibt sich:

T o< E7Y (14 Tap) (4.15)
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Die Transformation des Impulses p’ fiihrt somit zu einer Anisotropie in Richtung des Son-
nenwindes, d. h. entlang der Magnetfeldlinie in sonnenabgewandter Richtung.

Unter der zusitzlichen Annahme, dafl sich die Phasenraumdichte f/(p/,u’) iiber einen
begrenzten Impulsbereich in einen impulsabhéngigen und einen winkelabhéngigen Anteil se-
parieren l&8t (vgl. IPAVICH [1974])

P u)y=40) ) (4.16)

ergibt sich die differentielle Intensitit im korotierenden ortsfesten Bezugssystem zu:

ITox E7(1 = 2o+ a?)~ 0D g/ ( £a ) (4.17)

V1=2au+ a?
4.3 Die Konvektion

Der zweite Term der erweiterten Transportgleichung (4.1) ist im wesentlichen identisch mit
dem Advektionsterm der Transportgleichung (2.58). Unter Verwendung der Transformati-
on (4.8) lassen sich beide Terme ineinander iiberfiihren. Der Faktor 1—(u/v’/c)? dient lediglich
dazu, eventuell durch die Addition der Geschwindigkeiten auftretende Uberlichtgeschwindig-
keiten zu vermeiden. Wie bereits in Abschnitt 3.2.1.1 erwéahnt, 148t sich der Advektionsterm
anschaulich mit der Bewegung der Teilchen entlang der Magnetfeldlinie und damit der Ko-
ordinate der Bogenlidnge s in Verbindung bringen. Bei der erweiterten Transportgleichung
vollzieht sich die Ausbreitung der Teilchen in einem Medium (mitbewegtes Bezugssystem),
das sich wegen der Konvektion beziiglich eines festen Ortes s auf der Magnetfeldlinie bewegt.
Die Bewegung der Teilchen setzt sich demnach zum einen aus der Geschwindigkeitskompo-
nente v’y parallel zur Magnetfeldlinie im mitbewegten Bezugssystem und zum anderen aus
der Relativbewegung v$,, der Bezugssysteme zueinander zusammen.

Zum besseren Verstindnis der Auswirkungen des Advektionsterms in der erweiterten
Transportgleichung soll zundchst im weiteren Verlauf dieses Abschnitts der Term der adia-
batischen Dezeleration (vierter Term der erweiterten Transportgleichung) unberiicksichtigt
bleiben. Dies geschieht nur aus didaktischen Griinden, da bei einer von null verschiedenen
Sonnenwindgeschwindigkeit v§,, sowohl die Mitfithrung der Teilchen im Sonnenwind (Konvek-
tion) als auch die Verdnderung des Teilchenimpulses (adiabatische Dezeleration) zu beriick-
sichtigen sind. Die in diesem Abschnitt zu behandelnde PDGI reduziert sich somit fiir nicht-
relativistische Teilchengeschwindigkeiten v’ auf die Form:

OF 0 (], % o [v(1—pu?) NOFY
E+E<U [M+U/]F>+8—M,<T(S)F_”(57N)8—M =0 (4.18)

Integriert man diese Gleichung iiber das Pitchkosinusintervall [—1, 1], so erhélt man wie schon
in Abschnitt 2.2.4 die Kontinuitéitsgleichung (vgl. WEBB AND GLEESON [1979]):

oul o
et ST 4.1
gt asoel =0 (419
mit
+1 +1
o / F(iydy  wd S,y / P () dp' - ép (4.20)

-1 -1
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+1 +1
« def c
Sp = / v F(p') dp' = / (Vew + V)W F (') dyt
—1 -1
= vi, U, +8S, (4.21)

Die Grofien Uy, und S, entsprechen dabei der Teilchendichte und dem Stromdichtevektor ent-
lang der Magnetfeldlinie im mitbewegten Bezugssystem. Der Stromdichtevektor S§ gibt die
Anzahl der Teilchen an, die zum Zeitpunkt ¢ in dem Léngenintervall [s, s + ds] der FluBrshre
und dem Impulsintervall [p,’ p’+ dp'] entlang der Fluirohre strémen. Es wird somit die Strom-
dichte im mitbewegten Bezugssystem beziiglich eines festen Punktes s auf der Magnetfeldlinie
bestimmt, so dafl der Stromdichtevektor S sich aus dem Stromdichtevektor S;) im mitbe-
wegten Bezugssystem und dem durch die Konvektion bedingten Anteil VSWUI/) zusammensetzt
(siche Gleichung (4.21)).
Fiir den Betrag der durch die Gleichung (2.66) definierten Anisotropie bedeutet dies:

Ve / vE
& =3 ZW+§:3% +¢ (4.22)
0

Betrachtet man nun den Verlauf der Anisotropie &7 an einem festen Ort s fiir ein solares
Ereignis mit einer endlichen zeitlichen Injektion, so verschwindet fiir den Grenzwertiiber-
gang lima; .o die Anisotropie &} identisch, da sich die Teilchendichte mit der Zeit immer
geringfiigiger dndert und damit nach der Kontinuitétsgleichung (4.19) auch der rdumliche
Gradient des Teilchenstroms. Dies jedoch bedeutet nach der Gleichung (4.22) fiir den Betrag
der Anisotropie £} im mitbewegten Bezugssystem, dafl sich ein negativer Wert der Grofle

C
USW

lim & =—3

At—o00 v

(4.23)

einstellt. Die Teilchen bewegen sich damit im mitbewegten Bezugssystem bevorzugt in Rich-
tung zur Sonne, um der Kontinuitétsgleichung (4.19) zu geniigen. Die Kontinuitéitsgleichung
wahrt, wie in Abschnitt 2.2.4 bereits erwihnt, die Gesamtteilchenzahl. Daraus folgt aber, dafl
sich im mitbewegten Bezugssystem keine isotrope Pitchwinkelverteilung einstellen kann, die,
bedingt durch den Effekt der Konvektion, zu einem Teilchenstrom aus dem inneren Sonnen-
system fiihrte, der aufgrund fehlender Quellen eine Verletzung der Gesamtteilchenzahl nach
sich zoge.

Anschaulich kann man diesen Sachverhalt folgendermaflen verstehen: Selbst nachdem die
Teilchenquelle in der Ndhe der Sonne keine Teilchen mehr injiziert, werden die Teilchen
weiterhin durch die Konvektion nach auflen getrieben. In der Ndhe der Sonne stromt so-
mit kontinuierlich interplanetares Plasma ab, das zuné#chst “frei” von Teilchen ist. Da fiir
den Grenziibergang lima;—,o, die Teilchen nach der Kontinuitéitsgleichung (4.19) iiber die
gesamte Feldlinie gleichméflig verteilt werden, stromen die von der Konvektion nach aufien
getragenen Teilchen wieder in Richtung zur Sonne, um das in der Ndhe der Sonne abstrémen-
de Plasma gleichmiBig aufzufiillen. Die Anisotropie &£} gibt dabei ein Ma8 fiir die Biindelung
der Pitchwinkelverteilung an.

Betrachtet man andererseits den Fall einer kontinuierlich injizierenden Quelle in der N&he
der Sonne mit der zusétzlich vereinfachenden Annahme konstanter Ausbreitungsbedingun-
gen, so ist die in Abschnitt 2.2.4 vorgestellte stationdre Losung (2.65) ebenfalls eine Losung
der Gleichung (4.18) fiir stationére Verhéltnisse. Grund hierfiir ist die entfallende rdaumliche
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Abhéngigkeit der Losung (2.65), so dafi der um die Konvektion erweiterte Advektionsterm oh-
ne Bedeutung ist. Es zeigt sich somit, daf bei einer zeitunabhéngigen Quelle kein zusétzlicher
Riickstrom von Teilchen in Richtung zur Sonne auftritt. Dafiir besteht keine Notwendigkeit,
da das in der Nédhe der Sonne abstrémende Plasma kontinuierlich mit Teilchen aufgefiillt
wird.

Zum Vergleich der Losungen der Gleichung (4.18) fiir eine identisch verschwindende Son-
nenwindgeschwindigkeit v, = 0 (durchgezogene Kurven) mit von null verschiedenen Son-
nenwindgeschwindigkeiten vS, > 0 (gestrichelte bzw. gepunktete Kurven) sind in der Abbil-
dung 4.2* die omnidirektionale Intensitit gy und die Anisotropien &, bis zur vierten Ordnung
im zeitlichen Verlauf am Ort » = 1 AU dargestellt, wie sie sich unter Verwendung folgender
Ausbreitungsparameter ergeben: Die radiale mittlere freie Weglidnge betrigt A\, = 0.4 AU; der
PWSK ist durch die Parameter § = 1.6, H = 0 und 6 = 0 festgelegt. Die Injektionsfunktion
wird durch ein Reid-Axford-Profil (vgl. Abbildung 3.5) mit ¢4 = 0.5 h und ¢ty = 2 h be-
schrieben. Fiir die Geschwindigkeit wird v = 0.62 AU /h entsprechend Protonen mit 3.5 MeV
angenommen. Fiir die von null verschiedenen Sonnenwindgeschwindigkeiten wird zum einen
eine realistische radiale Sonnenwindgeschwindigkeit von vgy, = 400 km/s bzw. 0.0096 AU/h
angenommen (gestrichelte Kurven) und zum anderen eine um den Faktor fiinf vergréferte
Sonnenwindgeschwindigkeit von 2000 km/s bzw. 0.048 AU/h (gepunktete Kurven). Ein Ver-
gleich zwischen den durchgezogenen und gestrichelten Kurven in der Abbildung 4.2 zeigt, dafl
der zusétzliche Effekt durch die Konvektion bei einem radialen Abstand von r = 1 AU fiir
Protonen mit 3.5 MeV nur geringfiigig ist. Schon wesentlich deutlicher ist der Unterschied
zwischen den durchgezogenen und den gepunkteten Kurven, da sich die Konvektion wegen der
zur besseren Veranschaulichung um den Faktor fiinf verstarkten Sonnenwindgeschwindigkeit
deutlich bemerkbar macht.

Es 148t sich erkennen, dafl die Teilchen durch den Effekt der Konvektion erwartungsgem af
schneller den Beobachter erreichen. Aufierdem nimmt die omnidirektionale Intensitét in der
Spétphase des Ereignisses schneller ab, da die in das innere Sonnensystem zuriickgestreu-
ten Teilchen zusétzlich gegen die Konvektion “anlaufen” miissen, um den Beobachter bei
r = 1 AU zu erreichen. Verstéirkt wird dieser Effekt noch durch die mit dem radialen Ab-
stand zunehmende Sonnenwindgeschindigkeit vS,, im korotierenden ortsfesten Bezugssystem.
Je grofer der radiale Abstand der Teilchen zum Beobachter ist, umso schwerer wird es fiir
die Teilchen, gegen die Konvektion anzulaufen. So ist es z. B. moglich, dafl Teilchen trotz
eines schwach negativen Pitchkosinus ' im mitbewegten Bezugssystem durch den Effekt der
Konvektion in die von der Sonne abgewandte Richtung mitgefiihrt werden. Fiir die in Ab-
schnitt 3.2.1.2 diskutierte Bedeutung der dufleren Grenze folgt daraus bei gleichem radialen
Abstand von der Sonne ein geringerer Einflufl auf die Losungen der Transportgleichung im
inneren Sonnensystem.

Neben der schneller abnehmenden omnidirektionalen Intensitét ist auch die negative Ani-
sotropie in der Spatphase des Ereignisses zu erkennen, da es sich bei den gestrichelten und
gepunkteten Kurven um die Pitchwinkelverteilungen im mitbewegten Bezugssystem handelt.

Es 148t sich zusammenfassen, dafl der Effekt der Konvektion in dem hier betrachteten Bei-
spiel bei einer typischen radialen Sonnenwindgeschwindigkeit von vgy, = 400 km/s und einem
radialen Abstand von r = 1 AU gering ist. Dies liegt im wesentlichen daran, daf} in diesem
Beispiel Protonen mit 3.5 MeV bei einer relativ groflen radialen mittleren freien Wegléange

4Alle Abbildungen, die als Einheit Tage haben, beginnen in dieser Arbeit mit dem Tag eins. Diese Kon-
vention wird eingefiithrt, um reale Daten darstellen zu kénnen, die mit dem ersten Tag im Jahr beginnen.
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Abbildung 4.2: Die omnidirektionale Intensitit gg und die Anisotropien £1—€4 sind bei ei-
nem radialen Abstand von r = 1 AU iiber der Zeit aufgetragen (Ausbrei-
tungsbedingungen siehe Text). Die durchgezogenen Kurven entsprechen der
numerischen Losung ohne den Effekt der Konvektion. Bei den gestrichelten
Kurven wird die Konvektion mit einer typischen Sonnenwindgeschwindigkeit
von vg,, = 400 km/s und bei den gepunkteten Kurven mit einer theoretischen
Sonnenwindgeschwindigkeit von v§, = 2000 km/s beriicksichtigt.
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von A\, = 0.4 AU betrachtet werden. Betrachtet man den zweiten Term der Gleichung (4.18),
so wird deutlich, daf} der Effekt der Konvektion mit zunehmender Teilchenenergie und da-
mit zunehmender Geschwindigkeit v” an Bedeutung verliert, da das Verhéltnis vS, /v’ immer
kleiner wird. Die Konvektion macht sich dann nur noch fiir Teilchen mit einem Pitchkosinus
nahe bei null, d. h. ¢/ & 0, bemerkbar. Die Auswirkungen auf den Losungsverlauf sind dabei
sehr gering. Andererseits ist der Effekt der Konvektion bei Protonen im keV-Bereich deutlich
ausgeprigt und darf keineswegs vernachléssigt werden.

So ist der Effekt der Konvektion auch bei kleinen mittleren freien Wegléngen von groflerer
Bedeutung, da die Teilchen durch die starke Pitchwinkelstreuung auch raumlich stark gestreut
werden und sich daher im Vergleich zu ihrer Geschwindigkeit v” im Mittel nur langsam entlang
der Magnetfeldlinie bewegen. Eine zusétzliche konvektive Bewegung in den interplanetaren
Raum, die unabhéngig von dem Streuprozefl mit der gleichen Geschwindigkeit v§,, verlduft,
macht sich daher durchaus bemerkbar.

4.4 Die adiabatische Dezeleration

Der vierte Term (Dezelerationsterm) der erweiterten Transportgleichung (4.1) stellt eine
grundlegende Erweiterung im Vergleich zu der Transportgleichung (2.58) dar. Wihrend der
Impuls in der Transportgleichung (2.58) als konstant betrachtet wird, ist der Impuls in der
erweiterten Transportgleichung eine Variable, deren zeitliche Anderung durch den Dezelera-
tionsterm bestimmt wird.

Entscheidend fiir den Effekt der adiabatischen Dezeleration ist die Mitfithrung der energie-
reichen geladenen Teilchen durch das interplanetare Plasma des Sonnenwindes. Die Kopplung
an das interplanetare Plasma geschieht durch die Streuung der Teilchen an den Magnet-
feldirregularitdten, die in dem magnetostatischen Modell im Plasma eingefroren sind. Die
Teilchen werden zusétzlich zu ihrer eigenen Geschwindigkeitskomponente v|| entlang der Ma-
gnetfeldlinie von dem radial nach auflen in den interplanetaren Raum abstrémenden Plasma
mitgefiihrt.

Betrachtet man zunéchst der Einfachheit halber Teilchen mit einem Pitchkosinus von
p = 0, d. h. einer identisch verschwindenden Geschwindigkeitskomponente v entlang der
Magnetfeldlinie, so ergibt sich im mitbewegten Bezugssystem eine zeitliche Anderung (Ab-
schwéchung) der magnetischen Flufidichte, da sich der Betrag des Magnetfeldes nach der Glei-
chung (2.8) mit zunehmendem radialen Abstand verringert. Erfolgt die zeitliche Anderung der
magnetischen FluBldichte auf Zeitskalen, die deutlich gréfler sind als die Gyrationsperiode des
geladenen Teilchens, so gilt wiederum die Erhaltung des Betrags des magnetischen Moments
im Sinne der adiabatischen Invarianz (siche ROEDERER [1970], S. 20). Aus der Definition des
magnetischen Moments (sieche Gleichung (2.5)) folgt daraus ein konstantes Verhiltnis zwi-
schen dem Impuls der Gyrationsbewegung pgy, und der magnetischen Fluidichte B. Fiir ein
zeitlich schwécher werdendes magnetisches Feld mufl somit der Impuls des Teilchens ebenfalls
abnehmen, damit das Verhéltnis beider Gréflen zueinander konstant bleibt. In der Literatur
wird dieser Effekt auch als Betatron-Effekt bezeichnet.

Etwas komplizierter wird die Situation, wenn man sich den Effekt fiir beliebige Pitchko-
sinusse veranschaulicht. Zusétzlich zur Gyrationsbewegung des Teilchens kommt noch eine
Geschwindigkeitskomponente v|| entlang der Magnetfeldlinie hinzu, die zu einer Veréinderung
der rdumlichen Lage auf der Magnetfeldlinie fithrt. Dabei ist die Geschwindigkeit v im ko-
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rotierenden ortsfesten Bezugssystem eine Erhaltungsgrofie. Die Gesamtenergie des Teilchens
bleibt erhalten, teilt sich aber in Abhéngigkeit von der Anderung der magnetischen Flufidichte
in unterschiedlicher Weise auf die Gyrations- und Parallelbewegung des Teilchens auf (Fo-
kussierung). Die Pitchwinkelstreuung erhiilt hingegen die Geschwindigkeit v” im mitbewegten
Bezugssystem. Dies gilt aber nicht fiir die Fokussierung, die zu einer stetigen Verringerung der
Geschwindigkeit v’ fiihrt, so dafl das Teilchen im Grenzfall einer unendlichen Ausbreitungszeit
v" = 0 erreichen kann. Ursache hierfiir ist die Transformation der Geschwindigkeiten (4.7), aus
der unmittelbar folgt, dafl eine Erhaltung der Geschwindigkeit v im korotierenden ortsfesten
Bezugssystem zu einer Verdnderung der Geschwindigkeit v’ im mitbewegten Bezugssystem
fithrt. Da nun die erweiterte Transportgleichung (4.1) fiir die Verteilungsfunktion im mitbe-
wegten Bezugssystem formuliert ist, fithrt dies zu dem Dezelerationsterm.

Bei genauerer Betrachtung setzt sich der Dezelerationsterm aus zwei Termen zusammen.
Der erste Term hat seinen Ursprung in dem oben beschriebenen Betatron-Effekt, d. h. in der
adiabatischen Abkiihlung in dem mit zunehmendem radialen Abstand schwicher werdenden
interplanetaren Magnetfeld. Der zweite Term folgt aus der nicht gleichférmigen Sonnenwind-
geschwindigkeit vS, im korotierenden ortsfesten Bezugssystem entlang der Magnetfeldlinie.
Wie in Abbildung 4.1 gezeigt wurde, nimmt die Sonnenwindgeschwindigkeit vg, mit zu-
nehmendem radialen Abstand zu. Fiir die Magnetfeldfluktuationen, an denen die Teilchen
gestreut werden, bedeutet dies eine Bewegung voneinander fort. In Anlehnung an den Prozef3
der Fermi-Beschleunigung 1. Art, bei dem Teilchen durch wiederholte Wechselwirkungen mit
Magnetfeldfluktuationen, die sich aufeinanderzubewegen, Energie gewinnen kénnen (siehe
FERMI [1949, 1954]) wird daher auch von einem “inversen Fermi-Effekt” gesprochen (sie-
he WEBB AND GLEESON [1979]), bei dem die Teilchen Energie verlieren. Beide Terme der
adiabatischen Dezeleration sind in ihrer Quantitéit abhéngig von der radialen Sonnenwindge-
schwindigkeit vgy, und besitzen ein negatives Vorzeichen, d. h. fithren zu einer Verringerung
des Impulses p'.

Desweiteren sind die Terme symmetrisch in u’, woraus eine von der Flugrichtung un-
abhingige Impulsverianderung folgt. Die beiden Terme nehmen jedoch fiir unterschiedliche
Pitchkosinusse p’ ihre maximale Stéirke an. Der Betatron-Effekt ist unmittelbar an die Fo-
kussierung gekoppelt, wodurch sich ein maximaler Effekt fiir u = 0 ergibt, da die zeitliche
Verénderung dpu/dt fiir p = 0 am groften ist. Teilchen, die einen Pitchkosinus von pu/ = +1
haben, werden hingegen nicht beeinflufit, da die Fokussierung keine Wirkung auf Teilchen
hat, die keine Gyrationsbewegung vollziehen. Genau entgegengesetzt verhélt sich der inver-
se Fermi-Effekt, da hier Teilchen mit p/ = £1 am stirksten beeinfluft werden. Dies liegt
an der Bewegung der Magnetfeldfluktuationen voneinander fort, die von einem Teilchen am
stiarksten wahrgenommen wird, wenn es mit maximaler Geschwindigkeit entlang der Feldlinie
fliegt. Hat es hingegen den Pitchkosinus p’ = 0, so bleibt es in einem bestimmten Abschnitt
des interplanetaren Plasmas, ohne die relative Bewegung der lokalen Sonnenwindbezugssy-
steme voneinander fort wahrzunehmen.

Zur Veranschaulichung der minimalen Zeitkonstanten, die bei beiden Termen der adia-
batischen Dezeleration auftreten, wird fiir den Term des Betatron-Effekts ein Pitchkosinus
von ¢/ = 0 und fiir den Term des inversen Fermi-Effekts ein Pitchkosinus von p/ = =+1
angenommen. Die beiden Terme lassen sich dann folgendermaflen schreiben:

1 0 ’ . def 2L(T‘)
= L WF mit Lo
B 8]9/ (p ) 1 ™ Ugw

(4.24)
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Abbildung 4.3: Die minimale Zeitkonstante g des Betatron-Effekts (durchgezogene Kurve)
und die minimale Zeitkonstante 7p des inversen Fermi-Effekts (gestrichelte
Kurve) sind in Abhéingigkeit vom radialen Abstand r (links) und von der
Bogenldnge s entlang der Magnetfeldlinie dargestellt.

1 90, . def 1 sec() 1 1
F Op' (p ) it E VUsw %(SGC(‘I/)) Usw <T * Tﬂ2> ( 5)

In der Abbildung 4.3 sind die Zeitkonstanten g (durchgezogene Kurve) und 7p (gestrichel-
te Kurve) in Abhéngigkeit sowohl vom radialen Abstand r als auch von der Bogenlinge s in
AU aufgetragen. Da die Zeitkonstanten einen groflen Wertebereich umfassen, erfolgt die Dar-
stellung in einem halblogarithmischen Mafistab. Die Zeitkonstante 7 des Betatron-Effekts
ist eine mit dem radialen Abstand monoton steigende Funktion, da sie unmittelbar an die
Fokussierungsldnge gekoppelt ist. Fiir sehr kleine radiale Abstinde ergeben sich somit klei-
ne Zeitkonstanten 7g, d. h. der Betatron-Effekt fiihrt in diesem rdumlichen Bereich bereits
auf kleinen Zeitskalen zu einer Verringerung des Impulses p’ der Teilchen. Fiir grofie radiale
Absténde verliert der Betatron-Effekt hingegen an Bedeutung. Vergleicht man den Betrag
der Zeitkonstante 7p des inversen Fermi-Effekts mit dem Betrag der Zeitkonstante 7g des
Betatron-Effekts, so wird deutlich, dal der inverse Fermi-Effekt fiir radiale Abstdnde mit
r < 1 AU nur einen geringen Beitrag zur adiabatischen Dezeleration liefert. Fiir die Zeitkon-
stante 7 ergibt sich ein minimaler Wert von

1
(i = 5 =098 AU) = == =194 (4.26)

Vsw

Fiir sehr kleine und grofle radiale Absténde wird die Zeitkonstante des inversen Fermi-Effekts
immer grofler. Dennoch ist bei grofien radialen Absténden der Beitrag zur adiabatischen
Dezeleration grofier als der Beitrag des Betatron-Effekts. Dies liegt daran, dafi die adiabatische
Dezeleration fiir grofle radiale Abstédnde insgesamt an Bedeutung verliert.
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Nachdem die Einzelterme des Dezelerationsterms besprochen worden sind, sollen nun,
analog zum vorhergehenden Abschnitt, die Auswirkungen an einem konkreten Beispiel aufge-
zeigt werden. Es wird diesmal jedoch der Konvektionsterm vernachléssigt, um sich ausschlief3-
lich auf den Beitrag des Dezelerationsterms konzentrieren zu kénnen. Fiir die im folgenden
zu betrachtende PDGI ergibt sich somit:

OF o .,
E + & (,u v F)
0 1 —p? N OF
— F— — 4.2
+ 8M/ <U 2L(S) K/(S?/’L )8/,L/ ( 7)

_ a% <p’vsw [S;z((f)) (1— 1) + cos(q/)% (sec(¥)) ,/2] F)

Dabei ist es vorteilhaft, dieselben Ausbreitungsparameter wie im vorhergehenden Ab-
schnitt zu wihlen. Der Vergleich der Losungen der Gleichung (4.27) erfolgt analog zu Abbil-
dung 4.2 fiir eine identisch verschwindende Sonnenwindgeschwindigkeit von vy, = 0 (durch-
gezogene Kurven) und eine typische radiale Sonnenwindgeschwindigkeit von vgy, = 400 km/s
(gestrichelte Kurven). Die omnidirektionale Intensitdt gp und die Anisotropien &, bis zur
vierten Ordnung sind in der Abbildung 4.4 im zeitlichen Verlauf am Ort » = 1 AU darge-
stellt. Betrachtet man die omnidirektionale Intensitét, so wird deutlich, dafl die adiabatische
Dezeleration zu einer geringeren omnidirektionale Intensitét in der Spatphase des Ereignis-
ses flihrt. Die adiabatische Dezeleration macht sich umso stiarker bemerkbar, je weiter die
Ausbreitungszeit voranschreitet. Bedingt durch den Impulsverlust, den die Teilchen erleiden,
verlassen einerseits Teilchen die Energie von 3.5 MeV zu niedrigeren Energien, w&hrend an-
dererseits aber auch Neuzugéinge von hoheren Energien zu verzeichnen sind. Das in diesem
Beispiel gewéhlte Spektrum mit ' = 2.5 bzw. §' = 5 fiihrt jedoch dazu, dafl pro Zeiteinheit die
Abginge die Neuzuginge iibersteigen. Der Nettoeffekt fiihrt somit zu einer stetigen Verringe-
rung der omnidirektionalen Intensitdt. Damit ist gleichzeitig eine geringere Abhéngigkeit von
der #ufleren Grenze verbunden (s, = 12 AU), da es weniger Teilchen gelingt, die Information
iiber die Beschaffenheit der dufleren Grenze zum Beobachtungsort zu tragen.

Die Anisotropien &, unterscheiden sich hingegen nur geringfiigig durch die Beriicksichti-
gung der adiabatischen Dezeleration. Das erste Ansteigen der Anisotropien wird durch sehr
wenige Teilchen hervorgerufen, die aufgrund der numerischen Diffusion (siehe néichsten Ab-
schnitt) Ausbreitungsgeschwindigkeiten erlangen, die grofier als o’ sind. Es handelt sich somit
nicht um einen physikalischen Effekt. Der darauffolgende steile Anstieg in den Anisotropien
ist etwas frithzeitiger in den gestrichelten Kurven zu erkennen. Verstindlich wird dies, wenn
man sich bewuf3t macht, daf diese Teilchen den grofiten Teil der Strecke zwischen Beobachter
und Quelle als Teilchen mit einer hoheren Energie und damit hoheren Ausbreitungsgeschwin-
digkeit zuriickgelegt haben, bevor sie durch den von der adiabatischen Dezeleration hervor-
gerufenen Impulsverlust als Protonen mit 3.5 MeV vom Beobachter bei » = 1 AU registriert
werden. Aber auch bei diesen Teilchen handelt es sich um relativ wenige, so dafl der ei-
gentliche Anstieg in der omnidirektionalen Intensitét fiir beide Kurven zusammenféllt. In der
Spétphase des Ereignisses fiihrt die adiabatische Dezeleration schliefflich zu einem schnelleren
Abklingen der Anisotropien, was sich besonders in der Anisotropie erster Ordnung bemerk-
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Abbildung 4.4: Die omnidirektionale Intensitéit gg und die Anisotropien £1—£4 sind bei einem
radialen Abstand von r = 1 AU fiir Protonen von 3.5 MeV iiber der Zeit
aufgetragen (Ausbreitungsbedingungen siehe Text). Es wird zwischen den
numerischen Losungen ohne (durchgezogene Kurven) und mit (gestrichelte
Kurven) dem Effekt der adiabatischen Dezeleration unterschieden.
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bar macht, da diese im Gegensatz zu den anderen Ordnungen auch in der Spétphase noch
geringfiigig von null verschieden ist.

Zusammenfassend 143t sich somit sagen, daf} sich die adiabatische Dezeleration am stérk-
sten in der omnidirektionalen Intensitét, und zwar in der Spatphase des Ereignisses bemerkbar
macht. Der Einflu} auf die Anisotropien ist hingegen nur gering.

4.5 Das erweiterte Differenzenverfahren

Aufbauend auf dem in Kapitel 3 vorgestellten Differenzenverfahren werden in diesem Ab-
schnitt Erweiterungen vorgenommen, die es schliefllich ermdglichen, die erweiterte Trans-
portgleichung (4.1) numerisch zu l6sen. Die dafiir notwendigen mathematischen Methoden
sind bereits in Kapitel 3 vorgestellt worden. Dieser Abschnitt ist daher ohne die Kenntnis
von Kapitel 3 nicht verstdndlich. Der Leser, der nicht an den mathematischen Methoden
interessiert ist, kann diesen, wie schon Kapitel 3, iiberschlagen und direkt zum Abschnitt 4.6
iibergehen, in dem die kombinierten Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezelera-
tion behandelt werden.

Der grundlegende Unterschied zwischen der Transportgleichung (2.58) und der erweiterten
Transportgleichung ergibt sich aus dem Dezelerationsterm (vierter Term), der den Impuls p’
als neue Variable einfiihrt. Die Transportgleichung wird damit um eine Dimension erweitert,
wodurch sich zwangsldufig eine Erweiterung des dquidistanten Gitters um die Impulskoor-
dinate ergibt. Das bisherige dquidistante Gitter kann man als zweidimensionale pu-s-Ebene
auffassen, auf deren Gitterpunkten die Funktionswerte zu einem bestimmten Zeitpunkt 7"
gespeichert sind. Jeder darauffolgende Zeitschritt aktualisiert die jeweiligen Funktionswerte
auf den Gitterpunkten des gesamten u-s-Rasters. Diese p-s-Ebene ist nun um die Koordi-
nate des Impulses zu erweitern, so daf3 sich ein p-s-p’-Quader ergibt, dessen Funktionswerte
bei jedem Zeitschritt auf allen Gitterpunkten aktualisiert werden miissen. Das dquidistante
Gitter 18t sich somit folgendermaflen definieren:

p-Gitter:  pl=—-1+(i+3)Ay i=0,1,..,1—1 mit [ % Az;/
s-Gitter:  s; = jAs 7=0,1,....J
p-Gitter:  p) = kAp' k=0,1,...,.K
t-Gitter:  t" =nAt n=0,1,...N

Die Anzahl der Gitterpunkte vervielfacht sich um den Faktor K + 1, so daf} sich der im
Computer belegte Arbeitsspeicher um den gleichen Faktor erhoht. Bei dem im weiteren Ver-
lauf verwendeten Wert von K = 31 ergibt sich ein um den Faktor 32 erh6hter Speicherbedarf,
so daf} sich der gesamte Speicherplatzbedarf des NGREF-Programms, in dem das Differen-
zenverfahren zur Losung der erweiterten Transportgleichung umgesetzt ist, auf 42 MB (MB
= Megabyte) belduft. Dieses technische Detail sei erwéhnt, um zu zeigen, welche technischen
Anforderungen an den Computer sich aus der Erweiterung der Transportgleichung um eine
Variable ergeben.

Aus den unterschiedlichen Impulsen bzw. Energien der Teilchen folgt natiirlich auch, dafl
die Geschwindigkeit v’ zu einer Variablen wird. Eine speziell an die Geschwindigkeit v’ ange-
pafite Zeitskala 7 wie in Gleichung (2.70) ist daher nicht méoglich, da sich in den unterschiedli-
chen Ebenen des p’-Rasters Teilchen mit sehr unterschiedlichen Geschwindigkeiten bewegen.
Mochte man Teilchen mit sehr hohen Energien, d. h. mit einer Geschwindigkeit v’/ =~ ¢ bis
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zu einer Grenzenergie von z. B. 2 MeV sich in dem p’-Raster ausbreiten lassen, so mufl
sich der Zeitschritt an den schnellsten Teilchen orientieren, um die Courant-Friedrichs-Levi-
Bedingung (3.4) zu erfiillen. Die CFL-Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn die Teilchen
wéhrend eines Zeitschrittes nicht mehr als einen rdumlichen Gitterabstand As zuriicklegen:

At
<1 it =c— 4.28
v < mit -y = e ( )

Teilchen, die mit einer Geschwindigkeit von v = 1 AU/h fliegen, d. h. Protonen mit einer
Energie von 9.2 MeV, unterliegen nun einem Zeitschritt At, der durch die schnellsten Teilchen
mit einer Geschwindigkeit von v ~ ¢ vorgegeben wird und um den Faktor ~ 7 kleiner ist als
es die CFL-Bedingung fiir Teilchen mit v = 1 AU/h fordern wiirde.

Allein dieser Umstand verlangsamt die Berechnung um den Faktor 7 fiir Teilchen mit
einer Geschwindigkeit von v = 1 AU/h. Dazu kommt noch der Faktor 32, da die Ausbreitung
von Teilchen mit insgesamt 32 unterschiedlichen Energien berechnet werden muf}. Beriicksich-
tigt man auflerdem, dafi der s-Transport durch den Konvektionsterm aufwendiger wird und
der p’-Transport lings der p’-Gitterpunkte durchzufiihren ist, so ergibt sich ein zusétzlicher
Rechenaufwand, der um den Faktor = 450 grofler ist, wie direkte Vergleiche der Laufzeiten
der Programme ergeben haben. Das NGREF-Programm ist damit so rechenaufwendig, daf
es nur auf besonders schnellen Rechnern wie z. B. einer DEC AlphaStation gerechnet werden
kann. Dafl es {iberhaupt in einer annehmbaren Zeit zu rechnen ist, liegt an dem Umstand,
dafl das GREF-Programm, auf dem es im wesentlichen basiert, numerische Losungsmethoden
benutzt, die sehr effizient sind, wie sich bereits in Abschnitt 3.4.3 beim direkten Vergleich
mit einem anderen Programm gezeigt hat.

Die Unterschiede zwischen dem GREF- und dem NGREF-Programm liegen zum einen
im s-Transport (sieche Abschnitt 4.5.1), der wegen der Konvektion abgeéndert werden musf,
und zum anderen im p’-Transport (sieche Abschnitt 4.5.2.1), der neu zu entwickeln ist. Dabei
kann aber speziell bei dem p’-Transport auf RUFFOLO [1995] zuriickgegriffen werden. Der
von ihm konzipierte p’-Transport 18t sich abindern und weiterentwickeln.

Der p/-Transport ist im wesentlichen identisch mit dem in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten
p-Transport. Es ist lediglich der Faktor v’ der Geschwindigkeit zu beriicksichtigen, da, wie
oben bereits erwdhnt, in Zeitschritten At gerechnet wird, so dafl sich folgende zu ldsende
Gleichung ergibt:

2 /
OF 0 (,1 i 3 v 8F>:0 (4.20)

/
ot + oy v 2L(s) 40 (s) i )8,u’
Das Aufspaltungsschema aus Abschnitt 3.2.3 kann ebenfalls {ibernommen werden, mufl
jedoch auf die drei Operatoren L1, Lo und L3 erweitert werden, wobei der Operator L3 den

p/-Transport approximiert. Nach der Gleichung (3.87) ergibt sich somit:

L(t,s, i, p) & %Ll + %L2 + %Lg + %Lg + %Lg + %Ll +0((AT)?) (4.30)

Wie zuvor beim GREF-Programm, haben auch Tests des Computerprogramms NGREF
stattgefunden. Auf diese soll in Abschnitt 4.5.3 kurz eingegangen werden.

Abschlieflend kann gesagt werden, daf} es sich bei dem NGREF-Programm um einen lei-
stungsfihigen Algorithmus zur numerischen Berechnung der Lésungen der erweiterten Trans-
portgleichung handelt, der in einigen Punkten, auf die in den folgenden Abschnitten einge-
gangen wird, eine Verbesserung des von RUFFOLO [1995] vorgestellten Losungsverfahrens

darstellt.
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4.5.1 Der erweiterte s-Transport

Der s-Transport der erweiterten Transportgleichung wird erschwert durch den zusétzlich auf-
tretenden Konvektionsterm, so daf§ folgende hyperbolische PDGI zu 16sen ist:

/,U/ 2
%—IZ + %(a(s)F) =0 mit  a(s) def o'+ <1 - (Iuc2) ) Ve (S) (4.31)

Die PDGI ist in konservativer Form formuliert, hat im Gegensatz zu der Gleichung (3.2)
einen von der Bogenléinge s abhingigen Koeffizienten a(s). Der in Abschnitt 3.2.1.1 vorgestell-
te flux-corrected transport wurde jedoch vorausschauend so formuliert, dal die Erweiterung
auf einen raumlich variablen Koeffizienten bereits beriicksichtigt worden ist. Das gleiche gilt
fiir das Fluxlimiter-Verfahren, das auch von dem allgemeineren Fall eines rdumlich variablen
Koeffizienten ausgeht. Dennoch ist Aufmerksamkeit geboten, wenn man das Vorzeichen des
Koeffizienten a(s) fiir einen bestimmten Rasterpunkt p) des p/-Gitters betrachtet. Speziell
bei den negativen Rasterpunkten uf, die vom Betrag her klein sind, kann es entlang der
Bogenlédnge s, d. h. entlang des rdumlichen Rasters, zu einem Vorzeichenwechsel des Koeffizi-
enten a(s) kommen. Fiir den Transport der Teilchen, der durch Gleichung (4.31) ausgedriickt
wird, bedeutet dies eine Umkehr der Ausbreitungsrichtung, da der Koeffizient a(s) mit der
Ausbreitungsgeschwindigkeit v)| entlang der Magnetfeldlinie gleichzusetzen ist.

Physikalisch ist ein Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit v|| so zu verstehen, daf} Teil-
chen, die sich mit einem schwach negativen Pitchkosinus ' ausbreiten und somit nur eine
geringe Ausbreitungsgeschwindigkeit im mitbewegten Bezugssystem haben, durch die Kon-
vektion, die mit zunehmendem radialen Abstand an Stéirke gewinnt, in die von der Sonne
abgewandte Richtung mitgefiihrt werden. Dies ist vergleichbar mit einem L#ufer, der sich mit
geringer Geschwindigkeit entgegengesetzt der Laufrichtung eines schnelleren Laufbandes be-
wegt und dadurch beziiglich eines festen Punktes im Laborsystem in Richtung des Laufbandes
befordert wird.

Der Pitchkosinus ), bei dem sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit v" des Teilchens ent-
lang der Magnetfeldlinie im mitbewegten Bezugssystem genau mit der Sonnenwindgeschwin-
digkeit vg, im korotierenden ortsfesten Bezugssystem authebt, kann fiir nichtrelativistische
Teilchen folgendermafien berechnet werden:

,UC

Vsw
Mé = _% = — o 1+ (ﬁT‘)z (4.32)

Zur besseren Veranschaulichung dieser Gleichung ist in der Abbildung 4.5 der Pitchkosinus
gy (durchgezogene Kurve) in Abhéngigkeit sowohl vom radialen Abstand r als auch von der
Bogenléinge s aufgetragen worden. Die Geschwindigkeit der Teilchen entspricht Protonen von
3.5 MeV und hat den Wert v = 0.62 AU /h; fiir die radiale Sonnenwindgeschwindigkeit vgy
wird der typische Wert von vg, = 400 km/s bzw. vg, = 0.0096 AU/h angenommen. Der
Funktionsverlauf ist monoton fallend und verdeutlicht somit die Zunahme des Betrags von
po mit dem radialen Abstand. Zusétzlich sind in der Abbildung die Gitterpunkte des p'-
Rasters als gestrichelte bzw. gepunktete Linien eingezeichnet, wie sie sich fiir ein typisches
i'-Raster von I = 40 Rasterpunkten ergeben. Fiir Pitchkosinusse mit x4’ > 0 ist die Ausbrei-
tungsrichtung der Teilchen von der Sonne weggerichtet, was durch die gestrichelten Linien
kenntlich gemacht wird. Betrachtet man jedoch die Ausbreitung der Teilchen entlang der
Magnetfeldlinie mit einem Pitchkosinus von p’ = —0.025, so ist deutlich zu erkennen, wie
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Abbildung 4.5: Die durchgezogene Kurve gibt den Pitchkosinus j( in Abh#ngigkeit vom ra-
dialen Abstand r (links) bzw. der Bogenlinge s entlang der Magnetfeldlinie
an, bei dem ein Proton mit 3.5 MeV beziiglich des Ortes im korotierenden
ortsfesten Bezugssystem ruht. Zusitzlich ist das p’-s-Gitter eingetragen, auf
dem sich die Teilchen oberhalb der durchgezogenen Kurve in den interplane-
taren Raum (gestrichelte Kurven) und unterhalb der durchgezogenen Kurve
zur Sonne hin bewegen (gepunktete Kurven).

diese Linie von der Funktion des Pitchkosinus p, geschnitten wird. Die Ausbreitungsrichtung
andert sich genau in diesem Punkt, wodurch die Inwértsbewegung der Teilchen (gepunktete
Linie) aufgrund der Konvektion in eine Auswirtsbewegung (gestrichelte Linie) umgekehrt
wird. Selbst fiir den Pitchkosinus p/ = —0.075 éndert sich noch fiir einen grofien radialen
Abstand r =~ 4.5 AU die Ausbreitungsrichtung.

Fir das Differenzenverfahren bedeutet dies eine Umkehr der upwind-Richtung, um die
Stabilitéit des Differenzenverfahrens zu wahren. Die Zelle, in die die Umkehr der Ausbreitungs-
richtung fillt, gibt dabei Teilchen iiber beide Zellwénde ab, ohne Teilchen hinzuzubekommen.
Dies sollte natiirlich langfristig zur Entleerung der Zelle fithren, so dafl schliefSlich negative
Teilchendichten unvermeidbar wéren. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeiten v); der Teilchen
in der Ndhe des Umkehrpunktes v = 0 jedoch sehr gering sind, erfolgt die Entleerung nur
sehr langsam, so daf} die Pitchwinkelstreuung geniigend Teilchen in die Zelle einbringen kann,
um eine Entleerung zu verhindern.

Abschlielend mufl noch auf die Wahl des Differenzenschemas eingegangen werden. Zur
Auswahl stehen wiederum der FCT und das Fluxlimiter-Verfahren. Der FCT-Algorithmus
ist zwar schneller, hat aber den Nachteil, daf} sich fiir v < 1 die unerwiinschten “Terrassen”
einstellen, wie bereits in Abschnitt 3.2.1.1 beschrieben. Da jedoch der Zeitschritt At durch
die Teilchen mit der héchsten Ausbreitungsgeschwindigkeit v = ¢ festgelegt wird, kommt es
gerade bei den Teilchen mit geringer Geschwindigkeit v < ¢ zu kleinen y-Werten. So betrégt
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z. B. fiir ein 3.5 MeV Proton, das einen Pitchkosinus von ' = 1 hat, der y-Wert nur noch
v = 0.1. Ist der Pitchkosinus kleiner als eins, so verringert sich der y-Wert natiirlich noch
weiter. Es ist daher angebracht, speziell fiir die Teilchen mit geringerer Geschwindigkeit das
Fluxlimiter-Verfahren zu verwenden. Die numerische Diffusion nimmt zwar auch bei dem
Fluxlimiter-Verfahren mit kleiner werdendem ~-Wert zu, ist aber noch deutlich geringer als
bei der Verwendung des reinen upwind-Verfahrens.

Von der Verwendung des exakten Verfahrens, wie sie RUFFOLO [1991] vorschlidgt und
in RUFFOLO [1995] auch auf den rédumlich abhingigen Koeffizienten a(s) anwendet, ist ab-
zuraten, da dieses Verfahren nur fiir einen rdumlich konstanten Koeffizienten exakt ist und
ansonsten zu unerwiinschten numerischen Artefakten wie entleerten Zellen fiihrt.

4.5.2 Der p/’-Transport

4.5.2.1 Die Diskretisierung

Der Dezelerationsterm fiihrt ebenfalls zu einer linearen PDGI erster Ordnung von hyperbo-

lischem Typ
or 1 0

o gy WE) =0 (4.33)
mit % L szez((\f)) (11— + cos(\I/)% (sec(¥)) //2] (4.34)

Wie schon bei den anderen hyperbolischen PDGIs ist es fiir die Auswahl des Differen-
zenverfahrens von besonderer Bedeutung, Kenntnis iiber den Verlauf der Charakteristiken in
der t-p’-Ebene zu haben. Zu diesem Zweck wird die Dezelerationsgleichung (4.33) zunichst
in eine einfachere Form gebracht:

OF 1 0F

/
E — 7'_8_]5/ = 0 mit F déf p/F llIld ﬁ/ déf n <p—> (435)
D

Po
Fiir die Charakteristiken ergibt sich folgende Bedingung:
dt _ dp/ 1 dt

- _ B = 4.
dx dx ™ = dp/ D (4.36)

aus der die Charakteristiken als die Kurven

P+ t_ const (4.37)
™

hervorgehen. Durch die logarithmische Transformation des Impulses p’, der auf einen Refe-
renzimpuls p{, bezogen ist, nehmen die Charakteristiken in einem halblogarithmischen Maf-
stab die einfache Gestalt von Geraden an. Dies vereinfacht die numerische Berechnung erheb-
lich, da das upwind-Schema, auf dem sowohl der FCT als auch das Fluxlimiter-Verfahren auf-
bauen, sich den linearen Verlauf der Charakteristiken zunutze macht, wie in der Abbildung 3.1
deutlich gezeigt wird. Eine Berechnung der Dezelerationsgleichung auf einem p’-Gitter, das
im halblogarithmischen Maflstab dquidistant mit dem Gitterabstand Ap’ ist, bietet sich daher
an. Fiir die p/-Gitterpunkte folgen daraus Impulswerte, die durch eine Exponentialfunktion

festgelegt werden:
. = py - exp(k - Ap') k=0,1,..,.K (4.38)
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Der Referenzimpuls p{, wird dabei so gewihlt, dafl er mit dem Impulswert des untersten
Gitterpunktes zusammenfallt.

Betrachtet man die Gleichung (4.35), so ergibt sich jedoch die Schwierigkeit, daf§ sie
beziiglich der Gréfe F formuliert ist und nicht beziiglich der fiir die erweiterte Transport-
gleichung wichtigen Verteilungsfunktion F. Rechnet man jedoch die Gleichung (4.37) der
Charakteristiken in die Form

t
P exp <—> = const (4.39)
™D

um, so kann die Losung der Gleichung (4.35) folgendermafien geschrieben werden:

F(t.p) = Fy <p' exp (%)) — p exp (%) I <p' exp (%)) (4.40)

Durch Kiirzen von p’ erhiilt man schliefflich die Lésung der Dezelerationsgleichung

Ft,p) = exp <%> I <p' exp <%>> (4.41)

bzw. nach der logarithmischen Transformation des Impulses in der Form:

t t
F(t,p) = exp <—> Fy (]5' + —> (4.42)
™ ™D
Die Losung der Dezelerationsgleichung zum Zeitpunkt ¢ + At kann aus der Losung zum
Zeitpunkt ¢ bestimmt werden

F(t+ At,p') = exp <ﬁ> F (t, P+ g) (4.43)
™ ™
so dafl es moglich ist, beginnend mit der Anfangsbedingung Fy(p') die Losung jeweils fiir
einen At-Schritt numerisch zu berechnen, um so schliefilich nach n Schritten die Lésung zum
Zeitpunkt t = n - At zu erhalten. Zur numerischen Umsetzung bieten sich der FCT und das
Fluxlimiter-Verfahren an (siehe Abschnitt 3.2.1.1), da beide Verfahren im giinstigsten Fall
von zweiter Konvergenzordnung sind.
Fiir das numerische Problem kommt erschwerend die Anfangsbedingung hinzu, die einem
Potenzgesetz im Impuls entspricht

7\ —0'

rth) =5 (%) (1.44)
Po

so daf} sich im halblogarithmischen Impulsmafstab ein Exponentialverlauf

Fo(#) = B exp(—6'7) (4.45)

ergibt. Die Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit dem Transport einer “Exponentialwel-
le” auftreten, werden in der Abbildung 3.2 dargestellt und zeigen deutlich die Uberlegenheit
der Fluxlimiter-Methode fiir die hier auftretenden kleinen ~-Werte, d. h.

def At

= To(.m)Ap (4.46)

V(s ) <1 mit (s, p)
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Es wire wiinschenswert, y-Werte mit einem Betrag von =~ 1 zu haben, da das upwind-
Verfahren fiir v = 1 exakt ist, so daf die Diskretisierungsfehler und damit auch die numerische
Diffusion identisch verschwinden. Dies ist aber nicht moglich, da die Auflésung des zeitlichen
Gitters durch die CFL-Stabilitéitsbedingung (3.4) des s-Transportes festgelegt ist und in der
Regel den kleinen Wert von At = 0.01h besitzt. Eine Verfeinerung des p’-Gitters ist wegen
des damit verbundenen Rechenaufwands nicht beliebig méglich, so daf sich typischerweise
eine Gitterweite von Ap’ = 0.14 ergibt. Demgegeniiber steht die grofie Zeitkonstante mp (s, i),
die speziell fiir grofle radiale Abstdnde vom Betrag her grofle Werte annimmt, so dal beson-
ders in diesen rdumlichen Bereichen sehr kleine y-Werte erreicht werden. Der Zeitschritt At
kann nicht optimal an die auf Zeitskalen von Stunden verlaufende adiabatische Dezeleration
angepafit werden.

Uberlegungen, ein exaktes Verfahren zu konstruieren, indem der Zeitschritt At so an-
gepaBt wird, dafl die Teilchen um Vielfache des Gitterabstandes Ap’ transportiert werden,
eriibrigen sich, da (s, ) keine Konstante ist. Dennoch ist es RUFFOLO [1995] gelungen,
ein exaktes Verfahren auf andere Art und Weise zu konstruieren. Trigt man eine Potenzfunk-
tion in doppellogarithmischem Maflstab auf, so erhélt man eine Gerade. Fiir einen linearen
Funktionsverlauf ist das upwind-Verfahren jedoch exakt, da die Funktionswerte auf der n-ten
Zeitschicht linear interpoliert werden. Fiihrt man das upwind-Verfahren in einem doppel-
logarithmischen Maf3stab aus, d. h. interpoliert man auf der n-ten Zeitschicht mit einem
Potenzgesetz statt mit einem linearen Funktionsverlauf, so erhélt man ein Differenzenver-
fahren, welches fiir die Anfangsbedingung eines Potenzgesetzes zu einem exakten Verfahren
fithrt. RUFFOLO [1995] bezeichnet diese Methode als geometrische Interpolation. Sie 188t sich
als Differenzenverfahren folgendermaflen schreiben:

Fprt = (Fp )Y (F)YY fir 7 > 1 (4.47)
bzw. Fptt = (Fp ) (Fp)Y fir ™ <1 (4.48)

Nachteile dieses Verfahrens sind der durch das Potenzieren bedingte hohe Rechenaufwand
und die Tatsache, dafl das Verfahren fiir allgemeine Funktionsverldufe nicht konservativ, d. h.
teilchenzahlerhaltend, ist. Dies diirfte RUFFOLO [1995] dazu veranlat haben, die Interpo-
lation nicht auf der n-ten Zeitschicht vorzunehmen, sondern auf der Kurve eines konstanten
T = -t, d. h. der zuriickgelegten Strecke der Teilchen. Der Verlauf eines Potenzgesetzes im
Impuls bleibt ndmlich nur fiir den hier separat betrachteten p’-Transport erhalten. Beriick-
sichtigt man zusétzlich, dal die Teilchen sich noch entlang der rdumlichen Koordinate aus-
breiten und dem p’-Transport unterworfen sind, so ergeben sich speziell in der Anfangsphase
des Ereignisses Impulsverteilungen, die keine Potenzgesetze sind, da die Impulsverteilungen
durch die unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten auf den p’-Ebenen geprigt sind.
Interpoliert man dennoch die Impulsverteilung mit einem Potenzgesetz, so kommt es zu unge-
wollten Teilchenfliissen. Die Interpolation auf Kurven mit konstantem 7 umgeht zwar dieses
Problem, ist aber unter Berticksichtigung des Aufspaltungsschemas nicht angemessen, da die
Interpolation auf der halben Zeitschicht wie beim s- und p/-Transport erfolgen sollte, um
synchron mit dem s- und p/-Transport zu verlaufen. Auf weitere Schwierigkeiten, die im Zu-
sammenhang mit der Interpolation auf konstanten 7-Kurven auftreten, wird bei RUFFOLO
[1995] hingewiesen.

Benutzt man hingegen die geometrische Interpolation auf einer konstanten Zeitschicht
mit einem hinreichend feinen p’-Gitter, z. B. Ap’ = 0.14, so unterscheiden sich die erzielten
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numerischen Losungen der erweiterten Transportgleichung nur duflerst geringfiigig von den
FErgebnissen, die sich mit der Fluxlimiter-Methode erzielen lassen, obwohl die Teilchenzahler-
haltung im allgemeinen nicht gilt. Auf den relativ dicht beieinanderliegenden p’-Gitterpunkten
148t sich die Losung gut intervallweise durch Potenzfunktionen approximieren, so daf die In-
terpolation durch Potenzfunktionen gerechtfertigt ist.

In dieser Arbeit soll dennoch dem Fluxlimiter-Verfahren der Vorzug gegeben werden, da
es die Teilchenzahlerhaltung auch dann garantiert, wenn das Impulsspektrum von einem Po-
tenzgesetz abweicht. So kénnen Impulsspektren mit beliebigen Verldufen vorgegeben werden,
was besonders dann von Interesse ist, wenn das Impulsspektrum iiber einen groflen Impuls-
bereich berechnet werden soll.

Der Gitterabstand Ap’ sollte dabei moglichst klein gewéhlt werden, um den Funktions-
verlauf im Impuls moglichst gut zu approximieren. Ein weiteres Problem bei zu groflen Git-
terabstédnden ergibt sich daraus, dafl die Losung, nachdem sie mit dem Fluxlimiter-Verfahren
um einen Zeitschritt vorangefiithrt worden ist, noch entsprechend der Gleichung (4.43) mit
dem Faktor exp(At/7mp) zu multiplizieren ist. Ist das p’-Raster zu grob, so kann es durch
die schlechte Approximation des Fluxlimiter-Verfahrens und die anschlieende Multiplikati-
on mit dem Faktor exp(At/mp) zu einem Ansteigen der Funktionswerte iiber alle Schranken
fiihren, ohne daf} dies eine Eigenschaft der analytischen Losung ist.

4.5.2.2 Die duflere Grenze

Wie schon beim s-Transport stellt sich bei der numerischen Lésung einer hyperbolischen
PDGI die Frage nach der passenden Umsetzung der Randbedingung. Da die Teilchen durch die
adiabatische Dezeleration einen Energieverlust erleiden und somit auf den Charakteristiken
von hohen zu niedrigen Energien wandern, ist nur die obere Grenze von Bedeutung. Die
Teilchen, die die untere Grenze iiberschreiten, verlassen lediglich das Simulationsgebiet, ohne
den weiteren zeitlichen Verlauf der numerischen Losung zu beeinflussen.

Der unterste p’-Gitterpunkt des NGREF-Programms wurde fiir Protonen bei einem Im-
puls pg entsprechend der Energie von 2 MeV festgelegt. Es konnen somit die Auswirkungen der
Konvektion und der adiabatischen Dezeleration fiir Protonen des gesamten gemessenen Ener-
giebereichs des E6-Experiments berechnet werden. Fiir die héchsten p'-Gitterpunkte ergibt
sich bei einem p’-Gitter mit 32 Rasterpunkten und einem Gitterabstand von Ap’ = 0.14 eine
Energie von 3.9 GeV und eine Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir Protonen von v = 7.06 AU /h.
Protonen dieser Energie fliegen annéhernd mit Lichtgeschwindigkeit von ¢ = 7.2 AU /h, so daf}
eine weitere Erhchung der Energie der Protonen nur einen unwesentlichen Geschwindigkeits-
zuwachs mit sich bringt. Die Teilchen breiten sich somit auf den héchsten p’-Rasterpunkten
mit annidhernd gleicher Geschwindigkeit aus, so dafl die Anfangsbedingung im Impuls nur
durch den Dezelerationsterm veréndert wird, da die Veréinderungen im s- und p’-Transport
gleichférmig stattfinden. Fiir eine Anfangsbedingung, die einem Potenzgesetz entspricht, be-
deutet dies, dal das Potenzgesetz in den hochsten Rasterpunkten erhalten bleibt. Es bietet
sich daher eine Extrapolation des Funktionswertes des héchsten p/-Gitterpunktes mit einer
Potenzfunktion an, so dafl sich der Funktionswert wihrend eines Zeitschrittes At folgender-
maflen veréndert:

u}?Ll = exp <g
D

Anhand dieser Gleichung ist auch sofort abzulesen, dafl ein Potenzgesetz mit §’ = 1 von dem

(1— 5')) u' fir ™ >1 (4.49)
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p’-Transport, der analytischen Losung entsprechend, nicht verdndert wird.

Neben dieser mathematisch korrekten Behandlung der oberen Grenze gibt es noch zwei
Argumente, die die geringe Bedeutung der Randbedingung an der oberen Grenze fiir Teilchen
mit Ausbreitungsgeschwindigkeiten deutlich unterhalb der Lichtgeschwindigkeit belegen:

1. Fiir eine Anfangsbedingung mit einem relativ steilen Potenzgesetz (z. B. §' = 5) nimmt
die Anzahl der Teilchen mit wachsendem Impuls sehr schnell ab. Zudem macht sich der
Einfluf} der Teilchen mit hoher Energie entsprechend der sehr grofien Zeitkonstante mp
erst in der Spétphase eines Ereignisses in den niedrigen Energien bemerkbar. Dement-
sprechend gering ist die Bedeutung der relativ wenigen Teilchen in den hichsten Gitter-
punkten fiir die zeitliche Entwicklung der numerischen Losung auf den Gitterpunkten
mit den niedrigsten Impulsen. So haben z. B. die 16 hochsten Gitterpunkte nur einen
duflerst geringen Einflufl auf die numerische Losung fiir Protonen von 2 MeV, falls die
Gitterweite Ap’ = 0.14 und der Koeffizient des Potenzgesetzes 6’ = 5 betriigt, wie
ein Vergleich der numerischen Lésung mit bzw. ohne die 16 hochsten p/-Gitterpunkte
ergeben hat.

2. Die Bedeutung des Dezelerationsterms (und auch des Konvektionsterms) in der erwei-
terten Transportgleichung nimmt mit steigender Geschwindigkeit v ab, da sowohl der
Advektionsterm als auch der Fokussierungs- und der Streuterm mit der Geschwindig-
keit skaliert sind. Die Bedeutung der #ufleren Randbedingung des p’-Transports fiir die
Losung der erweiterten Transportgleichung wird damit natiirlich auch geringer.

Anders ist hingegen die Situation bei der Berechnung der erweiterten Transportgleichung
fiir Elektronen, die bereits bei Teilchenenergien von einigen MeV wegen ihrer geringen Masse
Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit erreichen. Bei Elektronen im MeV-Bereich
ist daher sehr wohl auf die mathematisch korrekte Umsetzung der &ufleren Randbedingung
des p’-Transports zu achten.

4.5.3 Test des Computerprogramms NGREF

Bei dem Computerprogramm NGREF handelt es sich um eine Erweiterung des zur Berech-
nung der numerischen Losungen der Transportgleichung (2.58) geschriebenen Programms
GREF. Selbst wenn man von einem fehlerfreien GREF-Programm ausgeht, machen es die
umfangreichen Anderungen und Erweiterungen nétig, auch das NGREF-Programm ausgie-
big zu testen.

Dabei bietet es sich zunéchst an, die numerischen Losungen des GREF-Programms bei
gleichen Ausbreitungsbedingungen mit den Lésungen des NGREF-Programms fiir eine iden-
tisch verschwindende radiale Sonnenwindgeschwindigkeit vg, = 0 zu vergleichen. In diesem
Fall sollten die Losungen iibereinstimmen, da die erweiterte Transportgleichung (4.1) fiir
vsw = 0 in die Transportgleichung (2.58) iibergeht. Vergleiche dieser Art sind fiir unterschied-
liche Ausbreitungsbedingungen erfolgreich durchgefiihrt worden.

Ein Test der zusétzlich eingebauten Terme der erweiterten Transportgleichung hat damit
aber noch nicht stattgefunden. Da speziell der p’-Transport eine grundlegende Erweiterung
gegeniiber der urspriinglichen Transportgleichung darstellt, sollte ein gesonderter Test des
p’-Transports durchgefiihrt werden. Wie bereits erwihnt wurde, entspricht ein Potenzgesetz
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im logarithmischen Impulsmaflstab einer Exponentialfunktion. Der Transport dieser “Expo-
nentialwelle” 148t sich mit der analytischen Losung

t

F(p') = Bexp <—(6’ — 1)TD

> exp(—d'p’) (4.50)
vergleichen, die unmittelbar aus der Gleichung (4.41) folgt. Bis auf den inhé&renten Appro-
ximationsfehler des Fluxlimiter-Verfahrens, der sich bei kleinen v-Werten bemerkbar macht,
ist eine gute Ubereinstimmung zwischen der numerischen und der analytischen Losung zu
verzeichnen (vergleiche hierzu auch Abbildung 3.2).

Ein Test mit einer analytischen LoOsung der erweiterten Transportgleichung, der das
vollstéindige Differenzenverfahren des NGREF-Programms iiberpriifen konnte, 148t sich leider
wegen der Komplexitéit der erweiterten Transportgleichung, die es selbst fiir Spezialfille nicht
gestattet, analytische Losungen zu finden, nicht durchfiihren. Einen Ausweg bietet jedoch, wie
schon bei der urspriinglichen Transportgleichung (sieche Abschnitt 3.4.2) die Uberpriifung der
numerischen Losungen mit Hilfe des steady-state-Theorems, das seine Giiltigkeit auch fiir die
exakten Losungen der erweiterten Transportgleichung beibehélt. Die iiber die Zeit aufsum-
mierten Pitchwinkelverteilungen der numerischen Losung miissen demnach proportional zu
der numerisch berechneten stationéren Losung sein. Dies sollte fiir die numerischen Losungen
flir unterschiedliche Impulse gelten. Der Test soll hier jedoch exemplarisch fiir Protonen mit
einer Energie von 3.5 MeV durchgefiihrt werden. Bei dieser relativ geringen Energie sind die
Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration bereits hinreichend stark ausge-
pragt, so dal auch tatséchlich die Zusatzterme der erweiterten Transportgleichung iiberpriift
werden konnen.

Dennoch gibt es leichte Unterschiede zu dem in Abschnitt 3.4.2 durchgefiihrten Test. So
wird die Summationszeit fiir eine radiale mittlere freie Wegldnge von A\, = 0.1 AU auf t,.x =
192 h bzw. Thax = 119 AU und fiir eine radiale mittlere freie Weglidnge von A\, = 0.4 AU auf
tmax = 96 h bzw. . = 57 AU festgelegt. Diese im Vergleich zu den in Abschnitt 3.4.2 deut-
lich geringeren Summationszeiten lassen sich mit dem steilen Abfall der omnidirektionalen
Intensitdt in der Spatphase des Ereignisses rechtfertigen. Dadurch, daf3 die omnidirektionale
Intensitdt gp und damit auch die anderen Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 im zeitlichen
Verlauf schneller gegen null streben als es sich ohne die Effekte der Konvektion und adiabati-
schen Dezeleration ergeben wiirde, konvergieren die Summen iiber die Legendre-Koeflizienten
schneller gegen einen Grenzwert, so dafl die Summationszeit reduziert werden kann, ohne
einen grofien Fehler zu verursachen. Wegen der Giiltigkeit des steady-state-Theorems fiir die
exakten Losungen der erweiterten Transportgleichung folgt daraus aber auch, dafl sich die
stationdren Losungen entsprechend schneller einstellen.

Dies ist rechentechnisch gesehen von groflem Vorteil, da die so eingesparte Rechenzeit
den hohen Rechenaufwand des NGREF-Programms zumindest etwas kompensieren kann.
Aus der reduzierten Summationszeit folgt indirekt, daff die duflere Grenze von s, = 24 AU
auf sy = 12 AU verringert werden kann. Bedingt durch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Information, die durch die reine Flugzeit der Teilchen zur &ufleren Grenze und zuriick begrenzt
wird, bedeutet ein schnelleres Abfallen der omnidirektionalen Intensitit in der Spétphase des
Ereignisses auch einen geringeren Einflufl der dufleren Grenze auf die aufsummierte Pitchwin-
kelverteilung bzw. die Pitchwinkelverteilung der stationéiren Losung. Je grofler der Abstand
der duleren Grenze vom Beobachter ist, desto spéter macht sich die &uflere Randbedingung
in der numerischen Losung am Ort des Beobachters bemerkbar.
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N —01AU G=16 H=0,6=0
r =0.3 AU (s = 0.305 AU) r=1AU (s = 1.165 AU)
stationér Theorem | A&,s/Ens in % stationir Theorem | A&,s/Ens in %
§1s 0.4944427 | 0.4951790 0.149 0.2612706 | 0.2614390 0.065
s 0.0670149 | 0.0671657 0.225 0.0125448 | 0.0125648 0.159
&35 || -0.1486538 | -0.1488570 0.137 -0.0829126 | -0.0829632 0.006
&4s || -0.0234200 | -0.0234625 0.181 -0.0043711 | -0.0043748 0.009
N —04AU G=16 H=0,6=0
r = 0.3 AU (5 = 0.305 AU) r=1AU (s = 1.165 AU)
stationir Theorem | A&,s/&ns in % station&r Theorem | A,s/&ns in %
§1s 1.409716 1.417340 0.541 0.790152 0.791495 0.170
&os 0.678212 0.681814 0.531 0.136008 0.136312 0.223
&3s -0.120765 -0.121381 0.510 -0.227896 -0.228276 0.167
us -0.151418 | -0.152128 0.469 -0.046832 | -0.046930 0.210

Tabelle 4.1: Die nach Abschnitt 3.3 berechneten stationiren Anisotropien und die durch
die Anwendung des steady-state-Theorems aus Abschnitt 2.2.3 berechnete sta-
tiondre Anisotropie sind zusammen mit ihrer relativen Abweichung voneinander
aufgelistet. Die numerischen Losungen sind unter Berticksichtigung der Effekte
der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration fiir Protonen mit 3.5 MeV
berechnet worden. Dabei wurde eine radiale Sonnenwindgeschwindigkeit von
Vew = 400 km/s und ein Potenzgesetz im Impuls mit 6’ = 5 fiir die Injekti-
onsfunktion zugrundegelegt. Der Aufbau der Tabelle ist identisch mit dem der
Tabelle 3.3.

Sowohl die -Injektion als auch die Form des Pitchwinkelstreukoeffizienten mit ¢ = 1.6,
H = 0 und & = 0 sind identisch mit den in Abschnitt 3.4.2 verwendeten Parametern. Auch
der Aufbau der Tabellen 3.3 und 4.1 ist derselbe.

Betrachtet man nun die relativen Abweichungen, so stellt man fest, dafl diese sowohl
fiir eine radiale mittlere freie Wegldnge von A, = 0.1 AU (oberer Teil der Tabelle) als auch
fiir eine radiale mittlere freie Weglinge von A\, = 0.4 AU (unterer Teil der Tabelle) unter
der 1 %-Grenze bleiben. Dabei ist zu unterscheiden zwischen den Werten, die sich fiir einen
radialen Abstand von r = 0.3 AU (linke Hélfte der Tabelle) und einen radialen Abstand
von 7 = 1 AU (rechte Hilfte der Tabelle) ergeben. So liegen die relativen Abweichungen
bei r = 0.3 AU systematisch iiber denen bei r = 1 AU. Dies steht in Ubereinstimmung mit
dem in Abschnitt 3.4.2 durchgefiihrten Test des GREF-Programms. Der Grund ist auch hier
die sich mit geringem radialen Abstand rdumlich und zeitlich stark &ndernde Losung. Dabei
erreichen die relativen Abweichungen fiir » = 1 AU jedoch nicht die duflerst geringen Werte
des GREF-Tests von < 0.003 %.

Betrachtet man die Komplexitéit des Differenzenverfahrens zur Losung der erweiterten
Transportgleichung, so ist eine maximale relative Abweichung von < 1 % ein erstaunlich gu-
tes Ergebnis. Bei der Approximation der erweiterten Transportgleichung handelt es sich um
ein Problem, das um eine Dimension komplexer ist als die Approximation der urspriinglichen
Transportgleichung. Fiir das Aufspaltungschema bedeutet dies eine Verkettung von drei statt
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von zwei Differenzenoperatoren, wodurch der Approximationsfehler bei gleicher Zeitschritt-
weite ansteigt. Im Gegensatz zum GREF-Programm ist der Zeitschritt At jedoch kleiner ge-
worden, wodurch einerseits der Approximationsfehler des Aufspaltungschemas reduziert wird,
andererseits aber eine verstéirkte numerische Diffusion in dem s- und p’-Transport auftritt, da
eine optimale Anpassung des Zeitschrittes nicht moglich ist. Als Resultat dieser gegensétz-
lichen Auswirkungen ergibt sich eine insgesamt geringe maximale relative Abweichung, die
aber nicht den extrem niedrigen Wert des GREF-Programms bei r = 1 AU erreicht.

Der Test des NGREF-Programms mit Hilfe des steady-state-Theorems ist somit erfolg-
reich durchgefiihrt worden. Daraus kann auf eine sehr gute zeitliche Approximation des
NGREF-Programms geschlossen werden.

4.6 Ausgewihlte Losungen

Nachdem in den Abschnitten 4.3 und 4.4 die Effekte der Konvektion und der adiabatischen
Dezeleration sowohl in ihrer physikalischen Bedeutung als auch in der numerischen Umsetzung
jeweils separat betrachtet worden sind, wird in diesem Abschnitt das Zusammenwirken beider
Effekte in der erweiterten Transportgleichung untersucht.

4.6.1 Die zeitabhingigen Losungen

Zu diesem Zweck sollen zunéchst zeitabhéingige Lésungen von Protonen mit einer Energie
von 3.5 MeV, d. h. einer Geschwindigkeit von v = 0.62 AU/h, bei einem radialen Abstand
von 7 = 1 AU betrachtet werden. Um die Ausbreitung der Protonen sowohl bei starker als
auch bei schwacher Streuung untersuchen zu kénnen, sind die Losungen fiir radiale mittlere
freie Wegléngen von A, = 0.1 AU (Abbildungen 4.6 und 4.7) und von A\, = 0.4 AU (Abbildun-
gen 4.8 und 4.9) berechnet worden. Die mittlere freie Weglénge wird dabei als unabhingig
vom Impuls bzw. der magnetischen Steifigkeit (siehe Gleichung (1.6)) angenommen. Dies ist
natiirlich eine vereinfachte Modellannahme, da die mittlere freie Wegléange iiber den im Mo-
dell betrachteten Impulsbereich von 2 MeV-3.9 GeV nicht konstant ist. Andererseits sind
die numerischen Losungen fiir Energien von einigen MeV nur &uflerst geringfiigig von den
Ausbreitungsbedingungen der Teilchen bei einigen hundert MeV abhéngig, solange das Ener-
giespektrum hinreichend steil ist. Auf diesen Umstand wurde bereits in Abschnitt 4.5.2.2 im
Zusammenhang mit dem Einflu} der dufleren Grenze des p’-Transportes hingewiesen.

In den Abbildungen 4.6 und 4.8 sind die omnidirektionale Intensitit gy und die Anisotro-
pien &, bis zur vierten Ordnung im zeitlichen Verlauf aufgetragen. Es wird dabei zwischen
den Losungen fiir eine identisch verschwindende (durchgezogene Kurven) und eine typische
Sonnenwindgeschwindigkeit von vsy, = 400 km/s (gestrichelte Kurven) unterschieden.

Die weiteren Ausbreitungsbedingungen sowohl fiir die in Abbildung 4.6 als auch in Ab-
bildung 4.8 gezeigten Losungen sind identisch: Die Protonen werden mit einem Reid-Axford-
Profil mit den Parametern t4 = 0.5 h und ¢y = 2 h (vgl. Abbildung 3.5) bei einem radialen
Abstand von r = 0.05 AU injiziert. Die Impulsverteilung der injizierten Protonen entspricht
dabei einem Potenzgesetz mit ¢’ = 5, d. h. fiir nichtrelativistische Energien einem Ener-
giespektrum von 7/ = 2.5. Der PWSK ist durch die Parameter § = 1.6, H = 0 und 6 = 0
festgelegt, d. h. der PWSK ist symmetrisch und besitzt ein ausgeprégtes “resonance gap”. Die
duflere Grenze befindet sich bei einem radialen Abstand von sy, = 12 AU, wodurch gewihr-
leistet ist, dafl die duflere Randbedingung einen geringen Einflufl auf die hier betrachteten
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Losungen bei » = 1 AU hat.

Betrachtet man zunéchst die Gemeinsamkeiten der durchgezogenen und gestrichelten Kur-
ven in den Abbildungen 4.6 und 4.8, so ist deutlich zu erkennen, wie die omnidirektionale
Intensitéit go in ihrem zeitlichen Verlauf durch die radiale mittlere freie Weglénge A, geprigt
wird. Das omnidirektionale Intensitéitsprofil in der Abbildung 4.6, d. h. fir A, = 0.1 AU,
besitzt ein diffusives Profil, das sich mit dem Profil des Kopfbereiches eines Pottwales ver-
gleichen 1&8t. Die Teilchen benétigen eine gewisse Zeit, um die Strecke zwischen Quelle und
Beobachter zuriickzulegen, so dafl die omnidirektionale Intensitat abrupt um mehrere Grofien-
ordnungen ansteigt. Nach dem Erreichen eines relativ flachen Maximums schwécht sich die
omnidirektionale Intensitét allméhlich wieder ab.

Das Maximum der omnidirektionalen Intensitétsprofils bei einer radialen mittleren freien
Weglénge von A\, = 0.4 AU ist hingegen deutlicher ausgeprigt, wie in Abbildung 4.8 zu er-
kennen ist. Auch ist die darauffolgende monotone Abnahme der omnidirektionalen Intensitét
schneller als in Abbildung 4.6. Aufgrund des relativ grofilen Verhiltnisses \|/L sind selbst
bei einem radialen Abstand von r = 1 AU noch die Ansétze eines kohdrenten Pulses zu
erkennen, bei dem die Teilchen, bedingt durch die starke Fokussierung, réumlich in einem
Pulk zusammengehalten werden, der sich durch eine Gaufiglockenkurve annéhern 1a8t. Diese
GauBglockenkurve wandert zeitlich nach aulen und zerfliefit dabei unsymmetrisch. Dieses
Zerflieflen ist besonders auf der zur Sonne gerichteten Flanke stérker ausgeprigt (siche EARL
[1974]; EARL [1976]; RUFFOLO AND KHUMLUMLERT [1995]). Wandert nun dieser Puls bei
r = 1 AU iiber den Beobachter hinweg, so ist zumindest in der Anfangsphase des Ereignisses
dieses raumliche Profil als zeitliches Profil der omnidirektionalen Intensitét wiederzuerkennen.

In den Anisotropien &, ist gleichzeitig mit der Ankunft der ersten Teilchen ein steiler
Anstieg zu verzeichnen, der aber bereits vor dem Erreichen des Maximums in der omnidirek-
tionalen Intensitéit seinen Hohepunkt erreicht, so dafl die Anisotropien schliellich fiir grofie
Zeiten nur geringfiigig von null verschiedene Werte annehmen. Die hohen Anisotropien in der
Anfangsphase des Ereignisses sind ein Ausdruck fiir die stark gebiindelten Pitchwinkelver-
teilungen. Die ersten Teilchen kommen fast ausschlieflich aus der Richtung der Sonne und
haben zudem einen Pitchkosinus von p =~ 1, da es sich um die Teilchen handelt, die die
Strecke Sonne-Beobachter am schnellsten zuriickgelegt haben. Im weiteren Verlauf erreichen
auch die Teilchen mit einem Pitchkosinus von p < 1 den Beobachter; hierbei handelt es sich
in der Regel um Teilchen, deren Pitchkosinus bereits durch die Pitchwinkelstreuung beein-
fluBt worden ist, da die Teilchen ausschlielich in den positiven Halbraum (p > 0) injiziert
werden. Zusétzlich kommen auch Teilchen aus der von der Sonne abgewandten Richtung mit
einem Pitchkosinus von u < 0, die den Beobachter bereits passiert hatten, dann aber durch
Pitchwinkelstreuung ihre Ausbreitungsrichtung umgekehrt haben. Die Anisotropien nehmen
ab; die PWV wird somit immer isotroper.

Eine besondere Form nimmt die Kurve der Anisotropie dritter Ordnung £3 an, da es
im weiteren zeitlichen Verlauf nach zunéchst positiven zu deutlich negativen Werten kommt.
Grund hierfiir ist das “resonance gap” des PWSK, das der PWV wegen der geringen Streuung
um g = 0 einen S-formigen Verlauf aufprigt, der sich bei der Entwicklung nach Legendre-
Polynomen durch einen negativen Legendre-Koeffizienten dritter Ordnung bemerkbar macht
(vgl. Abschnitt 5.3.1).

Die bisher beschriebenen Gemeinsamkeiten zwischen den Lésungen mit und ohne die Ef-
fekte der Konvektion und adiabatischen Dezeleration zeigen, dafl das grobe Profil der Kurven
das gleiche bleibt. Die durch die Sonnenwindgeschwindigkeit bedingten Effekte sind fiir Pro-
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Abbildung 4.6: Die omnidirektionale Intensitéit gg und die Anisotropien £1—¢4 sind fiir eine
radiale mittlere freie Wegléinge von A = 0.1 AU bei einem radialen Abstand
von r = 1 AU fiir Protonen von 3.5 MeV iiber der Zeit aufgetragen (weitere
Ausbreitungsbedingungen siehe Text). Die durchgezogenen bzw. gestrichel-
ten Kurven entsprechen der numerischen Losung ohne bzw. mit den Effekten
der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die gepunkteten Kurven
sind die Compton-Getting-transformierte Losung aus dem mitbewegten Be-
zugssystem (gestrichelte Kurven) in das korotierende ortsfeste Bezugssystem.
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Abbildung 4.7: Die omnidirektionale Intensitéit gg und die Anisotropien £1—-§4 sind fiir eine

radiale mittlere freie Wegléinge von A\, = 0.1 AU bei einem radialen Abstand
von r = 1 AU fiir Protonen von 32.4 MeV iiber der Zeit aufgetragen (weitere
Ausbreitungsbedingungen siehe Text). Die durchgezogenen bzw. gestrichel-
ten Kurven entsprechen der numerischen Losung ohne bzw. mit den Effekten
der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die gepunkteten Kurven
sind die Compton-Getting-transformierte Losung aus dem mitbewegten Be-
zugssystem (gestrichelte Kurven) in das korotierende ortsfeste Bezugssystem.
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Abbildung 4.8: Die omnidirektionale Intensitéit gg und die Anisotropien £1—¢4 sind fiir eine

radiale mittlere freie Wegléinge von A = 0.4 AU bei einem radialen Abstand
von r = 1 AU fiir Protonen von 3.5 MeV iiber der Zeit aufgetragen (weitere
Ausbreitungsbedingungen siehe Text). Die durchgezogenen bzw. gestrichel-
ten Kurven entsprechen der numerischen Losung ohne bzw. mit den Effekten
der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die gepunkteten Kurven
sind die Compton-Getting-transformierte Losung aus dem mitbewegten Be-
zugssystem (gestrichelte Kurven) in das korotierende ortsfeste Bezugssystem.
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Abbildung 4.9: Die omnidirektionale Intensitéit gg und die Anisotropien £1-§4 sind fiir eine

radiale mittlere freie Wegléinge von A\, = 0.4 AU bei einem radialen Abstand
von r = 1 AU fiir Protonen von 32.4 MeV iiber der Zeit aufgetragen (weitere
Ausbreitungsbedingungen siehe Text). Die durchgezogenen bzw. gestrichel-
ten Kurven entsprechen der numerischen Losung ohne bzw. mit den Effekten
der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die gepunkteten Kurven
sind die Compton-Getting-transformierte Losung aus dem mitbewegten Be-
zugssystem (gestrichelte Kurven) in das korotierende ortsfeste Bezugssystem.
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tonen mit 3.5 MeV noch so gering, daf} sie als Effekte hoherer Ordnung betrachtet werden
konnen.

Vergleicht man die Kurven im Detail, so zeigt sich, daf} sich die bereits in den Abschnit-
ten 4.3 und 4.4 separat betrachteten Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezele-
ration iiberlagern. Die Verringerung der omnidirektionalen Intensitét in der Spétphase des
Ereignisses wird durch beide Effekte verstéirkt. Dies fiihrt besonders bei einer kleineren mittle-
ren freien Wegliange zu einer deutlich schnelleren Abnahme der omnidirektionalen Intensitét,
wie in der Abbildung 4.6 zu erkennen ist. Bedingt durch die stérkere Streuung breiten sich
die Teilchen nicht so schnell entlang der Magnetfeldlinie aus, so daf} sie der adiabatischen De-
zeleration relativ gesehen lénger ausgesetzt sind. Das gleiche macht sich bei dem Effekt der
Konvektion bemerkbar, der im Vergleich zu den sich wegen der starken Streuung nur langsam
ausbreitenden Teilchen an Bedeutung zunimmt. Betrachtet man den Zeitpunkt des Anstiegs
in der omnidirektionalen Intensitit, so 146t sich erkennen, dafl die Flanke der gestrichelten
Kurve geringfiigig frither auftritt als die der durchgezogenen Kurve, was eindeutig auf den
Effekt der Konvektion zuriickzufiihren ist.

In den Anisotropien £, machen sich die Effekte der Konvektion und der adiabatischen De-
zeleration besonders in der ersten Ordnung bemerkbar. Deutlich ist der kleine Sockel der Ani-
sotropie zu erkennen, der durch die numerische Diffusion zu erkléren ist (siche Abschnitt 4.4).
Auch der darauffolgende friithzeitige Anstieg der Anisotropie im Vergleich zur durchgezoge-
nen Kurve ist teilweise auf numerische Diffusion zuriickzufiihren. Zusétzlich wird dieser An-
stieg jedoch durch die Konvektion und durch die sich zundchst mit hoherer Geschwindigkeit
ausbreitenden Teilchen verursacht, die dann wegen der adiabatischen Dezeleration Energie
verlieren und bei einer Energie von 3.5 MeV vom Beobachter bei r = 1 AU wahrgenommen
werden. In der Spatphase der Anisotropie erster Ordnung iiberlagern sich beide Effekte, so
dafl die Anisotropie schneller abnimmt und schlieflich aufgrund der Konvektion einen schwach
negativen Wert annimmt, wie bereits in Abschnitt 4.3 erklart wurde.

Der bisher durchgefiihrte Vergleich zwischen den durchgezogenen und gestrichelten Kur-
ven ist eher mathematisch motiviert gewesen. Es wurden die Lésungen der erweiterten Trans-
portgleichung ohne und mit den Termen der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration
miteinander verglichen, um den Beitrag dieser Terme zu verstehen. Physikalisch gesehen ist
diese Vorgehensweise jedoch nur dann korrekt, wenn man die Verédnderung der Pitchwin-
kelverteilungen aus der Sicht eines Beobachters im mitbewegten Bezugssystem betrachten
mochte. Will man die Verédnderungen der PWVs im korotierenden ortsfesten Bezugssystem
durch die Beriicksichtigung der durch den Sonnenwind bedingten Effekte untersuchen, so ist
noch die Compton-Getting-Transformation durchzufiihren.

Die gepunkteten Kurven in den Abbildungen 4.6 und 4.8 stellen die transformierten Ldsun-
gen aus dem mitbewegten Bezugssystem (gestrichelte Kurven) dar. Ein physikalisch korrekter
Vergleich ist somit zwischen den durchgezogenen und den gepunkteten Kurven durchzufiihren.
Da bei der durch die Gleichung (4.17) beschriebenen Compton-Getting-Transformation die
Annahme einer Impulsverteilung eingeht, die sich in der Umgebung des zu transformieren-
den Impulses durch ein Potenzgesetz beschreiben 148t, wird die Transformation erst mit dem
Einsatz der in den Abbildungen 4.6 und 4.8 sichtbaren Flanken der omnidirektionalen Inten-
sitéit go durchgefiihrt. Im weiteren zeitlichen Verlauf wird jeweils der Exponent v’ ermittelt,
durch den sich lokal das Potenzgesetz beschreiben 148t, um dann mit diesem Exponenten die
Compton-Getting-Transformation durchzufiihren.

Wie man beim Vergleich der gestrichelten mit den gepunkteten Kurven erkennt, veréndert
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sich die omnidirektionale Intensitdt durch die Transformation nur duflerst geringfiigig. Die
bisher gewonnenen Erkenntnisse beim Vergleich der durchgezogenen mit den gestrichelten
Kurven behalten somit hinsichtlich der omnidirektionalen Intensitéit ihre Giiltigkeit.

Anders sieht es jedoch bei der Anisotropie erster Ordnung aus, da nun die gepunkteten
Kurven systematisch iiber den durchgezogenen Kurven liegen. Ein Beobachter im korotie-
renden ortsfesten Bezugssystem nimmt somit durch die Effekte der Konvektion und der
adiabatischen Dezeleration eine leicht erh6hte Anisotropie wahr. Dies steht im Gegensatz
zum Beobachter im mitbewegten Bezugssystem, der eine systematisch geringere und in der
Spétphase sogar schwach negative Anisotropie wahrnimmt.

Betrachtet man abschliefend die verbleibenden Anisotropien héherer Ordnung, so zeigt
sich, daf} auch nach Durchfiithrung der korrekten Transformation kaum ein Unterschied zwi-
schen den Kurven festzustellen ist.

Zusiétzlich zu den zeitabhéngigen Losungen von Protonen mit einer Energie von 3.5 MeV
sind in den Abbildungen 4.7 und 4.9 die zeitabhéngigen Lésungen von Protonen mit einer
Energie von 32.4 MeV dargestellt. Die Ausbreitungsbedingungen sind dabei identisch mit
denen der Abbildungen 4.6 und 4.8, so daf sich die Lésungen in den Abbildungen 4.6 und 4.7
bzw. 4.8 und 4.9 nur in den Geschwindigkeiten der Teilchen unterscheiden. Die Protonen mit
einer Energie von 32.4 MeV breiten sich im Vergleich zu den Protonen von 3.5 MeV mit drei-
facher Geschwindigkeit aus, wodurch das zeitliche Profil im wesentlichen® um den Faktor drei
gestaucht wird. Fiir die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration ergibt sich
dadurch insgesamt ein geringerer Einflufl auf das Zeitprofil der Losung, da sich beide Effekte
erst in der Spétphase des Ereignisses deutlich bemerkbar machen. Von besonderer Bedeutung
sind dabei die Maxima, die zu fritheren Zeiten verschoben werden, da diese den wesentlichen
Beitrag bei der Summation der Legendre-Koeffizienten iiber der Zeit liefern. Fiir die stati-
ondren Losungen, die nach dem steady-state-Theorem aus Abschnitt 2.2.3 proportional zu
den aufsummierten zeitabhéngigen Losungen sind, ergibt sich damit ebenfalls ein geringerer
Einflufl der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration.

4.6.2 Die stationiren Losungen
4.6.2.1 Die stationiren Anisotropien &,

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die zeitabhingigen Losungen untersucht wurden,
werden in diesem Abschnitt die stationéiren Losungen der erweiterten Transportgleichung
betrachtet. Zwar werden durch den Meflvorgang zunéchst nur zeitabhéngige Losungen ge-
wonnen; diese lassen sich aber mit Hilfe des steady-state-Theorems aus Abschnitt 2.2.3 bis
auf eine Konstante in die stationéren Losungen {iberfithren. Die stationdren Losungen haben
den Vorteil, dafl sie unabhingig von einem zeitabhingigen Injektionsprofil sind und somit
einen besseren Einblick in die Gestaltung der Pitchwinkelverteilung durch die Ausbreitungs-
bedingungen gestatten.

Wiéhrend die im vorhergehenden Abschnitt untersuchten zeitabhéngigen Losungen auf
einen bestimmten radialen Abstand beschrinkt waren, 1ifit sich die nun vakante Zeitach-
se nutzen, um die Anisotropien &,s bis zur vierten Ordnung in Abhéngigkeit vom radialen
Abstand aufzutragen, wie es in den Abbildungen 4.10-4.13 zu sehen ist.

5Dies ist nicht ganz korrekt, da die Zeitskala des Injektionsprofils von der Teilchengeschwindigkeit un-
abhéngig ist.
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Abbildung 4.10: Die Anisotropie £15 ist fiir radiale mittlere freie Wegldngen von A, = 0.1 AU
und A\, = 0.4 AU iiber dem radialen Abstand aufgetragen (weitere Ausbrei-
tungsbedingungen siehe Abschnitt 4.6.1). Die gestrichelten bzw. durchgezo-
genen Kurven entsprechen den numerischen Loésungen ohne bzw. mit den
Effekten der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die durchge-
zogenen Kurven sind fiir Protonen unterschiedlicher Energie und Geschwin-
digkeit berechnet worden (siehe Tabelle 4.2).
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Abbildung 4.11: Die Anisotropie o4 ist fiir radiale mittlere freie Wegldngen von A\, = 0.1 AU
und A\, = 0.4 AU iiber dem radialen Abstand aufgetragen (weitere Ausbrei-
tungsbedingungen siehe Abschnitt 4.6.1). Die gestrichelten bzw. durchgezo-
genen Kurven entsprechen den numerischen Losungen ohne bzw. mit den
Effekten der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die durchge-
zogenen Kurven sind fiir Protonen unterschiedlicher Energie und Geschwin-

digkeit berechnet worden (siehe Tabelle 4.2).
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Abbildung 4.12: Die Anisotropie &35 ist fiir radiale mittlere freie Wegldngen von A, = 0.1 AU

und A\, = 0.4 AU iiber dem radialen Abstand aufgetragen (weitere Ausbrei-
tungsbedingungen siehe Abschnitt 4.6.1). Die gestrichelten bzw. durchgezo-
genen Kurven entsprechen den numerischen Loésungen ohne bzw. mit den
Effekten der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die durchge-
zogenen Kurven sind fiir Protonen unterschiedlicher Energie und Geschwin-
digkeit berechnet worden (siehe Tabelle 4.2).
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Abbildung 4.13: Die Anisotropie &4 ist fiir radiale mittlere freie Wegldngen von A\, = 0.1 AU
und A\, = 0.4 AU iiber dem radialen Abstand aufgetragen (weitere Ausbrei-
tungsbedingungen siehe Abschnitt 4.6.1). Die gestrichelten bzw. durchgezo-
genen Kurven entsprechen den numerischen Losungen ohne bzw. mit den
Effekten der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration. Die durchge-
zogenen Kurven sind fiir Protonen unterschiedlicher Energie und Geschwin-
digkeit berechnet worden (siehe Tabelle 4.2).
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n E, Un
(MeV) | (AU/h)
1 3.5 0.62
2 10.7 1.08
3| 324 1.84
4| 96.0 3.03
5| 270.3 4.54
6| 692.4 5.88
7 | 1578.0 6.68
8 | 3255.6 7.01

Tabelle 4.2: Die jeweils acht durchgezogenen Kurven in den Abbildungen 4.10—4.13, die fiir
eine vorgegebene radiale mittlere freie Weglénge berechnet wurden, entsprechen
den Losungen der erweiterten Transportgleichung fiir Protonen mit den aufgeli-
steten Energien F,, in MeV bzw. den zugehorigen Geschwindigkeiten v,, in AU /h.

Betrachtet man zunichst exemplarisch die Abbildung 4.10, so sind zwei dicht gedringte
Kurvenscharen zu erkennen, von denen jeweils eine Kurve gestrichelt ist, wahrend die anderen
Kurven durchgezogen dargestellt sind. Die gestrichelten Kurven entsprechen den L&sungen
der erweiterten Transportgleichung mit einer identisch verschwindenden radialen Sonnen-
windgeschwindigkeit von vy, = 0. Fiir alle durchgezogenen Kurven ist eine Sonnenwindge-
schwindigkeit von vy, = 400 km/s zugrundegelegt. Daf es sich dennoch um eine ganze Schar
von durchgezogenen Kurven handelt, liegt an dem variabel gehaltenen Impuls der Protonen,
der den Energien bzw. den Geschwindigkeiten aus Tabelle 4.2 entspricht. Die durchgezoge-
ne Kurve fiir Protonen mit einer Energie von 3.5 MeV ist mit n = 1 gekennzeichnet und
weist deutlich die héchste Anisotropie von allen durchgezogenen Kurven auf. Fiir die anderen
durchgezogenen Kurven nimmt mit zunehmender Energie und damit auch mit zunehmender
Geschwindigkeit der Protonen der Wert der Anisotropie (15(r) fiir einen bestimmten radialen
Abstand ab.

Um, wie schon im vorhergehenden Abschnitt, die Fille starker wie schwacher Streuung
untersuchen zu kénnen, ist die Kurvenschar mit der vom Betrag her jeweils geringeren Ani-
sotropie mit einer radialen mittleren freien Weglinge von A, = 0.1 AU berechnet worden,
wihrend die andere Kurvenschar mit einer radialen mittleren freien Weglidnge von A, = 0.4 AU
berechnet wurde. Die iibrigen Ausbreitungsbedingungen sind identisch mit den im vorherigen
Abschnitt vorgestellten.

Betrachtet man zunéchst wieder die Gemeinsamkeiten sowohl der gestrichelten als auch
der durchgezogenen Kurven, so ist deutlich zu erkennen, dafl die Anisotropiewerte &, mit
dem radialen Abstand r abnehmen. Grund hierfiir ist die stérkere Fokussierung bei geringem
radialen Abstand, die zu einer stirkeren Biindelung der Pitchwinkelverteilung und damit zu
einer Erhohung der Anisotropien fiihrt. Die im Verhéltnis zur Streuung stirkere Fokussierung
erkliart ebenfalls, weshalb die Anisotropien vom Betrag her bei A, = 0.4 AU grofiere Werte
annehmen als bei A, = 0.1 AU. Dies fiihrt zu den beiden deutlich voneinander getrennten Kur-
venscharen fiir die beiden hier verwendeten radialen mittleren freien Wegléngen. Im Fall der
Anisotropie dritter Ordnung &35 kommt es jedoch bei einem radialen Abstand von r = 0.3 AU



4.6. AUSGEWAHLTE LOSUNGEN 131

zu einer Uberschneidung beider Kurvenscharen. Die Anisotropie €35 nimmt in diesem Bereich
die gleichen Werte an, obwohl die mittlere freie Weglénge unterschiedlich ist. Zudem sind
auch bei der stationdren Losung die negativen £35-Werte zu beobachten, die Ausdruck des
ausgeprigten “resonance gap” sind.

Vergleicht man desweiteren die durchgezogenen Kurven fiir dieselbe radiale mittlere freie
Weglénge untereinander, so wird deutlich, wie die Effekte der Konvektion und der adia-
batischen Dezeleration mit geringer Energie und damit abnehmender Geschwindigkeit der
Teilchen zunehmen. Fiir hohe Energien konvergieren die Kurven jedoch gegen eine einzige
Kurve, und zwar in gleichem Mafle wie die Geschwindigkeit der Teilchen gegen die Licht-
geschwindigkeit konvergiert. Diese Kurve ist nicht identisch mit der gestrichelten Kurve fiir
eine identisch verschwindende Sonnenwindgeschwindigkeit, da das Verhéltnis vy, /v mit v = ¢
zwar klein, aber nicht gleich null ist. Die Konvektion und die adiabatische Dezeleration liefern
somit zwar einen Beitrag zum Transport von Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit, welcher aber
so gering ist, dafl er keine Bedeutung hat.

Ein Versténdnis des detaillierten Verlaufs der durchgezogenen Kurven ist am besten zu er-
reichen, wenn man von den zeitabhéngigen Losungen ausgeht und sich bewuflt macht, welche
Eigenschaften durch die Anwendung des steady-state-Theorems fiir die stationédren Losun-
gen abgeleitet werden kénnen. So fiihren die Effekte der Konvektion und der adiabatischen
Dezeleration zu einer Verringerung der omnidirektionalen Intensitét ggs, wie im vorhergehen-
den Abschnitt gezeigt wurde. Die Summe der omnidirektionalen Intensitét ist damit aber
ebenfalls deutlich geringer, so dafl die Anisotropien &5, die als das Verhéltnis der Legendre-
Koeffizienten g,s zur omnidirektionalen Intensitéit gos definiert sind, vom Betrag her grofier
ausfallen.

Die absolute Differenz zwischen den durchgezogenen und den gestrichelten Kurven der
Anisotropie erster Ordnung ist fiir A, = 0.4 AU fast unabhéngig vom radialen Abstand,
wéhrend fiir A\, = 0.1 AU die absolute Differenz mit gréflerem radialen Abstand geringer
ausfillt. Dies ist versténdlich, da die Stiarke der adiabatischen Dezeleration mit kleinerem ra-
dialen Abstand zunimmt. Den Hauptbeitrag liefert dabei der Betatron-Effekt, der mit kleiner
werdender Fokussierungslinge zunimmt. Bei groflerer mittlerer freier Weglénge verliert der
Betatron-Effekt jedoch an Bedeutung, da die im Vergleich zur Streuung stérkere Fokussierung
die Pitchwinkelverteilungen stérker biindelt. Der Betatron-Effekt ist, wie in Abschnitt 4.4
gezeigt wurde, am wirksamsten fiir Teilchen mit einem Pitchkosinus von g = 0. Von diesen
Teilchen gibt es jedoch bei starker Biindelung der PWV nur relativ wenige, so dafl auch der Ef-
fekt der adiabatischen Dezeleration insgesamt geringer ausfillt. Die Effekte der adiabatischen
Dezeleration und der Fokussierung sind somit in ihrer radialen Abh#ngigkeit kontraproduk-
tiv. Verstdrkend kommt hinzu, daf§ die starke Fokussierung zu einem ausgeprégten, zeitlich
fritheren und damit weniger stark von der adiabatischen Dezeleration beeinflufiten Maximum
fithrt. Fiir die aufsummierte und damit stationire PWV bedeutet dies einen schwécheren
Einfluf} der adiabatischen Dezeleration, da das Maximum der Legendre-Koeffizienten g,, die
aufsummierten Legendre-Koeffizienten g¢,s wesentlich prigt.

Der Betrag der absoluten Differenz zwischen den durchgezogenen und den gestrichelten
Kurven ist trotz der um den Faktor vier unterschiedlichen mittleren freien Wegléngen fiir
die Anisotropie erster Ordnung &5 (Abbildung 4.10) in etwa gleich grof. Fiir die auf den
Wert der Anisotropie 15 bezogenen relativen Differenzen ergibt sich demnach fiir kleinere
mittlere freie Weglédngen wegen der geringeren Anisotropie ein wesentlich groflerer Wert.
Die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration liefern somit relativ gesehen



132 KAPITEL 4. DIE ERWEITERTE TRANSPORTGLEICHUNG

einen stirkeren Beitrag bei kleineren mittleren freien Wegléngen, wie man auch schon aus der
unterschiedlich starken Beeinflussung des zeitlichen Verlaufs der omnidirektionalen Intensit &t
in den Abbildungen 4.6 und 4.8 entnehmen konnte.

Der bisher durchgefiihrte Vergleich gilt strenggenommen wieder nur fiir einen Beobachter
im mitbewegten Bezugssystem. M6chte man die Pitchwinkelverteilungen aus der Sicht eines
Beobachters im korotierenden ortsfesten Bezugssystem betrachten, so ist vorher noch die
Compton-Getting-Transformation durchzufiihren. Darauf wird in diesem Abschnitt jedoch
verzichtet, da die Compton-Getting-Transformation selbst bei Protonen von 3.5 MeV einen
auflerst geringen Beitrag liefert und die zusétzlichen transformierten Kurven die Abbildungen
4.10-4.13 nur uniibersichtlich machen wiirden, ohne einen Erkenntnisbeitrag zu liefern.

Im Zusammenhang mit der Compton-Getting-Transformation ist darauf hinzuweisen, dafl
das steady-state-Theorem wegen der Nichtlinearitidt der Transformation seine Giiltigkeit fiir
die transformierten Pitchwinkelverteilungen verliert. Ein Beobachter im korotierenden orts-
festen Bezugssystem kann daher nicht die stationdre PWYV berechnen, indem er iiber die
zeitabhiangigen PWVs summiert. Ist der durch die Compton-Getting-Transformation verur-
sachte Effekt jedoch gering, da die Teilchen eine im Verhiltnis zur Sonnenwindgeschwindig-
keit v§,, grofle Ausbreitungsgeschwindigkeit haben, so gilt natiirlich das steady-state-Theorem
in sehr guter Ndherung.

4.6.2.2 Das Potenzspektrum

Nachdem bisher nur die Anisotropien in ihrem radialen Verlauf betrachtet worden sind, sol-
len nun die omnidirektionalen Intensitéten untersucht werden. Wie bereits im vorherigen
Abschnitt erwdhnt, werden die Teilchen mit einem Potenzgesetz im Impuls in der Ndhe der
Sonne injiziert. Der Index des Potenzgesetzes betrigt dabei 0. = 5. Dieses Potenzgesetz ist
einer rdumlichen Entwicklung unterworfen, wihrend sich die Teilchen in den interplanetaren
Raum ausbreiten. Bedingt durch die von der Geschwindigkeit v’ der Teilchen abhiingigen
Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration wird die omnidirektionale Inten-
sitdt unterschiedlich stark beeinflufit. So werden die Teilchen mit den hochsten Energien,
d. h. v = ¢, kaum beeinflufit, wihrend es bei den Teilchen mit niedrigen Energien zu einer
deutlichen Verénderung der omnidirektionalen Intensitdt kommt.

Betrachtet man das Impulsspektrum in einem doppellogarithmischen MaBstab, so ergibt
sich fiir die hohen Impulse ein linearer Verlauf mit der Steigung —d%, d. h. es tritt keine
Verénderung des Spektrums auf. Je geringer die Energie und damit auch der Impuls der Teil-
chen wird, desto stéirker weicht das Spektrum von einem linearen Verlauf ab. Das Spektrum
nimmt zu niedrigen Energien hin einen konvexen Verlauf an. Wie ausgeprégt dieser Effekt
ist, héngt vom radialen Abstand ab. Beginnend mit dem linearen Verlauf des Potenzgesetzes
der Injektionsfunktion wird das Spektrum mit zunehmendem radialen Abstand in einen im-
mer konvexeren Verlauf gezwungen. Der Nettoeffekt der Konvektion und der adiabatischen
Dezeleration auf die omnidirektionale Intensitét summiert sich mit dem radialen Abstand
auf. Bei Spektren mit einem steilen Verlauf, d. h. einem groien §. bzw. 4/, wird auch von
einem harten Spektrum gesprochen. Dementsprechend werden Spektren mit einem kleinen
0L bzw. 7% als weiche Spektren bezeichnet. Es kann daher gesagt werden, daf die Spektren
mit zunehmendem radialen Abstand weicher werden. Die Stérke des Effekts hiangt dabei
noch zusétzlich von der mittleren freien Wegliange ab. Ist die mittlere freie Weglénge klein,
so wird die omnidirektionale Intensitit stdrker von der Konvektion und der adiabatischen
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Abbildung 4.14: Der Spektralindex 4. des Impulsspektrums ist fiir die stationére Losung in
Abhéngigkeit vom radialen Abstand r (links) und von der Bogenlénge s ent-
lang der Magnetfeldlinie dargestellt. Die durchgezogene Kurve entspricht
der Losung im mitbewegten Bezugssystem fiir eine radiale mittlere freie
Weglinge von A, = 0.1 AU, die gestrichelte Kurve fiir eine radiale mittlere
freie Weglénge von A, = 0.4 AU. Die gepunktete Linie gibt zum Vergleich
den Spektralindex der Injektionsfunktion an.

Dezeleration beeinflufit.

Um dies deutlich zu machen, ist in Abbildung 4.14 der Spektralindex des Impulsspektrums
% in Abhéngigkeit sowohl vom radialen Abstand r als auch von der Bogenlinge s entlang der
Magnetfeldlinie aufgetragen. Die Impulsspektren wurden im doppellogarithmischen Mafistab
mit einem Potenzgesetz gefittet, wobei der Fit mit zunehmendem radialen Abstand wegen
des zunehmend konvexen Verlaufs schlechter wird. Die durchgezogene Kurve entspricht einer
radialen mittleren freien Wegldnge von A, = 0.1 AU, die gestrichelte Kurve einer mittleren
freien Wegldnge von A, = 0.4 AU und die gepunktete Kurve stellt den Spektralindex der In-
jektionsfunktion dar. Es wird somit noch einmal quantitativ bestétigt, dafl der Spektralindex
mit zunehmendem radialen Abstand, verstirkt durch eine kleinere mittlere freie Weglénge,
abnimmt.

4.7 Auswirkung der erweiterten Transportgleichung

Anhand von ausgewihlten Losungen der erweiterten Transportgleichung wurden die quan-
titativen Auswirkungen der Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration auf
die Ausbreitung und damit auf die Pitchwinkelverteilungen der Teilchen untersucht. Es hat
sich dabei gezeigt, dafl diese Effekte in dem hier betrachteten Energiebereich fiir Protonen bis
zu einer minimalen Energie von 3.5 MeV zwar einen Beitrag zu den Losungen leisten, dieser
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aber so gering ist, dafl von Effekten hoherer Ordnung gesprochen werden kann. Bedenkt man
den im Vergleich zum GREF-Programm wesentlich hoheren Rechenaufwand und den in der
Auswertung noch hinzukommenden Parameter des Impulses p’ bzw. der Geschwindigkeit v/,
so erscheint es sinnvoll, mit den Losungen der Transportgleichung (2.58) zu arbeiten. Der
dabei begangene Fehler kann quantitativ angegeben werden (siehe Abschnitt 6.2) und ist fiir
die hohen Energien der a-Teilchen, Protonen und Elektronen des E6-Experimentes gering.



Kapitel 5

Eigenschaften der Losungen der
Transportgleichung

Dieses Kapitel dient zur Vorbereitung eines Auswertungsverfahrens der gemessenen Pitchwin-
kelverteilungen. Dafiir ist es zun#chst notwendig, sich mehr Information iiber die Eigen-
schaften der Losungen der Transportgleichung zu verschaffen. Unter Eigenschaften wird die
Abhéngigkeit von den Ausbreitungsbedingungen L(r), A.(r), ¢, H und & verstanden, die
es, wenn moglich, aus den gemessenen Pitchwinkelverteilungen zu bestimmen gilt. Da, wie
bereits bemerkt wurde, keine analytische Losung der Transportgleichung fiir allgemeine Aus-
breitungsbedingungen bekannt ist, miissen die Losungen fiir unterschiedliche Ausbreitungs-
bedingungen numerisch berechnet werden. Dies erfolgt mit dem in Kapitel 3 vorgestellten
Differenzenverfahren, das in dem Computerprogramm GREF umgesetzt ist. Die numerischen
Losungen sind in ihrer Qualitét vergleichbar mit den exakten Losungen, haben aber den
Nachteil, dafi die Zusammenhénge zwischen den Ausbreitungsbedingungen und den Losun-
gen nicht wie in einem analytischen Ausdruck unmittelbar deutlich werden. Die numerischen
Losungen koénnen jedoch dazu verwendet werden, analytische Néherungslésungen zu iiber-
priifen, um deren Giiltigkeitsbereich zu untersuchen. Stellt sich heraus, dafl eine analytische
N#herungslosung als gute Approximation fiir einen bestimmten Losungsbereich verwendet
werden kann, so ist damit der analytische Zusammenhang zwischen den Ausbreitungsbedin-
gungen und der Losung ndherungsweise bekannt.

5.1 Die diffusive Niherung fiir schwach inhomogene Magnet-
felder

Ausgehend von der konservativen Form der Transportgleichung (2.58) hat GREEN [1992],
S. 79ff., die von HASSELMANN AND WIBBERENZ [1970] eingefiihrte diffusive N#herung auf
schwach inhomogene Magnetfelder erweitert. Dabei wird zunéchst die lineare Dichte ¢ in
einen isotropen und einen anisotropen Anteil aufgespalten’

C(t7 Sv:u’) = CO(t7 S) + Cl(tv 37”) (51)

'Es handelt sich hierbei noch nicht um eine Niherung, da es keine einschréinkenden Annahmen iiber das
Verhéltnis der Terme (o und (i zueinander gibt.

135
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Eingesetzt in die Transportgleichung (2.58) ergibt sich:?

G |, 01 oG
ot T T s T
0 01 v o 9o

o <K(S’m8—u - m(l - Nz)ﬁ) + vp (m - g) (5.3)

Betrachtet man stationédre Verhéltnisse, so verschwinden die ersten beiden Terme auf der
linken Seite der Gleichung identisch. Die verbleibende wollstindige stationdre Transportglei-

chung
0 0/8) v 2 G 9% 9GY\
o <“<W>a ST e R ><1> +op (m ~ s a_> =0 (5:4)

ist immer noch zu kompliziert, um sie fiir allgemeine raumliche Verldufe von x(s,u) und
L(s) zu l6sen. Erst die Vernachldssigung des verbleibenden Terms auf der linken Seite der
Gleichung (5.3) erméglicht es, die gendherte stationdre Transportgleichung

0 01 v o 9o
o (w5 = =) +on (£ - 5 =0 (55)

zu losen. Diese Ndherung ist fiir

8<_C11 > )\H(S) (5.6)

Js

d. h. eine im Verhéltnis zur mittleren freien Weglénge grofie Skalenléinge des anisotropen
Anteils (4 zu rechtfertigen. Insbesondere fiir starke Pitchwinkelstreuung mit einem klei-
nen Verhiltnis A /L ist diese Voraussetzung erfiillt. Die so gewonnene geniherte stationire
PDGI (5.5) ist identisch mit der PDGI, die sich unter Verwendung der diffusiven N&herung aus
Gleichung (5.3) ergibt. Die diffusive Niherung besteht darin, bei starker Pitchwinkelstreuung
die Terme auf der linken Seite der Gleichung (5.3) gegeniiber den Termen auf der rechten
Seite zu vernachléssigen. Im Gegensatz zu der Néherung fiir die stationdre PDGI (5.4) ist die
diffusive Naherung jedoch wesentlich umfassender, da sie als Niherung der zeitabhingigen
Losung gedacht ist. Die beiden ersten Terme auf der linken Seite der Gleichung (5.3) werden
zusétzlich vernachléssigt, obwohl sie im allgemeinen von null verschieden sind.

Betrachtet man abschliefend noch den Fall der vollsténdigen stationéren Transportglei-
chung fiir ein von der rdumlichen Koordinate unabhéngiges Produkt L(s)-x(s, u) = const(u),
so ergibt sich folgende PDGI

0 a@ v {0
" (mma - i u%) ot =0 (5.7)

die sich als Spezialfall der Gleichung (5.5) erweist. Die Losung dieser PDGI wurde bereits in
der Gleichung (2.65) angegeben.

2Unter Verwendung des Produktansatzes (2.24) fur den PWSK und durch Division der gesamten Gleichung
durch die Geschwindigkeit v kann die Gleichung auch in die folgende Form gebracht werden:

0 , 06, 9 _
or or H ds

i § 1 R %_ 1 2 CO _%
o <4)‘H(3) ) op  2L(s) (L=p )Cl) T (L(s) 83) (5.2)

Die Grofie 7 = v - t ist bereits in Gleichung (2.68) definiert worden und hat die Dimension einer Linge.
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Als Losung der PDGI (5.5) ergibt sich fiir den anisotropen Anteil nach GREEN [1992],

S. 82:
(Gls0)
s, = (le) - 252 (W - 1) 63)

+1
: ai v [ (1— ) Gls)\ def 1 / Gs.n)
mit Gls,p) = 2L(s)/ K(s, ) di und <e > —32/° du
Ko -1

Die Funktion G(s, i1) ist bereits in Gleichung (2.41) fiir den Spezialfall L(s)-k(s, 1) = const(u)
eingefiihrt worden, fiir den die Funktion G(s, i) ihre rdumliche Abhéngigkeit verliert.

Formt man nun die Losung (5.8) nach dem isotropen Anteil um, so ergibt sich durch
Losen der inhomogenen linearen DGI 1. Ordnung;:

S

d3 [ 1 G5 ) (eG6Em) s\ .
Co(s) = exp /L(E) _/L(E) e(;(g’/*) — <6G(§7H)>exp —/m ds+C (5.9)

S0 S0 S0

Der isotrope Anteil der linearen Dichte (y(s1) am Ort s; ist von den rdumlichen Verldufen
von L(s), G(s,u) und (i(s, p) unterhalb des Ortes s, d. h. mit s < s1, abhéingig. Bei dem
isotropen Anteil der linearen Dichte handelt es sich somit um eine Grofle, die von den Aus-
breitungsbedingungen in einem grofien rdumlichen Bereich abhéngig ist. Der isotrope Anteil
der linearen Dichte soll daher im folgenden als globale Griofie bezeichnet werden.

Betrachtet man hingegen den anisotropen Anteil (1(s1) am Ort s1, so ist dieser nur von
den Werten L(s1), G(s1, ), Co(s1) und 9¢p(s1)/0s am Ort s; abhiingig. Bei dem anisotropen
Anteil (;(s1) handelt es sich somit um eine lokale GroSe.

5.2 Die lokalen und globalen Legendre-Koeffizienten

Entwickelt man die lineare Dichte ¢ in ihrer u-Abh#ngigkeit nach Legendre-Polynomen, so
wird deutlich, dafl der isotrope Anteil (o die Projektion auf das Legendre-Polynom nullter
Ordnung P ist:

def 1
Co = g0 Fo mit gy = = /C (5.10)

Der anisotrope Anteil ¢;(u) ld8t sich hingegen mit den Legendre-Polynomen P, mit n > 1
darstellen:

Q=Y gnPa(n)  mit . 2”+ ! /g (5.11)
n=1

Es handelt sich somit bei dem Legendre-Koeffizienten gy um eine globale Gréfie und bei den
Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 um lokale Groflen. Diese Eigenschaften behalten sogar
dann ihre Giiltigkeit, wenn die vollstandige stationére PDGI (5.4) betrachtet wird.

Zur Veranschaulichung dieser Aussage wird im folgenden eine stationire Loésung der
PDGI (5.4) untersucht, bei der sich die Ausbreitungsbedingungen an einem Ort s; = 2.5 AU
abrupt &dndern. Der sich veréindernde Parameter ist das Verhiltnis \|/L, das sowohl den
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isotropen als auch den anisotropen Anteil der linearen Dichte mafigeblich beeinfluf3t. Der
PWSK wird hingegen mit den Parametern § = 1.6, H = 0 und & = 0 als rdumlich konstant
angenommen.

In Abbildung 5.1 ist die numerische Losung, entwickelt nach den Legendre-Koeffizienten
gos bis g4, in ihrem rdumlichen Verlauf dargestellt. Die vertikale gestrichelte Linie kennzeich-
net den Ort s; = 2.5 AU, an dem sich das Verhéltnis A, /L éndert. Links von dieser Linie,
d. h. fiir s < 2.5 AU, betrégt das Verhéltnis \|/L = 1, rechts davon, d. h. fiir s > 2.5 AU,
halbiert es sich auf den Wert )\H/L = 0.5. Die Streuung verdoppelt sich somit relativ zur
Fokussierung.

Es ist daher zunéchst intuitiv zu erwarten, dafl der isotrope Anteil in dem Gebiet stérkerer
Streuung grofler ist als in dem Gebiet schwacher Streuung, da die Teilchen bei stérkerer Streu-
ung weniger zielgerichtet in Richtung des schwécher werdenden Magnetfeldes stréomen. Dies
driickt sich natiirlich auch in dem anisotropen Anteil aus, der bei stérkerer Streuung weniger
stark ausgeprigt ist. Der g15-Koeffizient nimmt dabei wieder eine Sonderrolle ein, da er durch
die Verédnderung des Verhiltnisses A /L nicht beeinfluflt wird. Wie bereits in Abschnitt 3.3
erwihnt, ist ein rdumlich konstanter g¢is-Koeffizient Ausdruck fiir stationéire Verhé&ltnisse:
Aus der Kontinuitétsgleichung (2.61) folgt fiir stationére Verhéltnisse eine rdumlich konstan-
te Stromdichte, die wiederum wegen der Proportionalitét zwischen dem ¢14-Koeffizienten und
der Stromdichte (siche Gleichung (2.64)) einen réumlich konstanten gis-Koeffizienten, d. h.
0g1/0s = 0, nach sich zieht. Der fiir stationéire Verhiltnisse verbleibende Term auf der linken
Seite der Gleichung (5.3) reduziert sich somit auf

0 A s
vu% =op gs P, () (5.12)

n=2

Nach dieser zunéchst intuitiven Einschétzung des rdumlichen Losungsverlaufs soll als
néchstes der Losungsverlauf betrachtet werden, der sich aus der analytischen N&herungs-
losung (2.65) fiir konstante Ausbreitungsbedingungen ergibt. Obwohl es an dem Ort s; =
2.5 AU zu einer Verédnderung des Verhéltnisses \||/L kommt, wird die Lésung entsprechend
dem Verhéltnis A /L fiir konstante Ausbreitungsbedingungen nach der Gleichung (2.65) be-
rechnet. Die Konstante C; wird dabei auf null gesetzt, und die Konstante Cy dient dazu,
die Losung so zu skalieren, daf sich ein rdumlich konstanter gis-Koeffizient ergibt. Dies ist
notwendig, da die Randbedingungen bei der Losung (2.65) nicht beriicksichtigt werden, d. h.
es wird angenommen, daf} sich die Randbedingungen im Unendlichen befinden bzw. identisch
mit der Losung (2.65) sind. Als Folge davon ist der aus der Losung (2.65) abgeleitete g14-
Koeffizient (siehe Gleichung (A.13)) von dem Verhéltnis /L abhiingig. Dies steht natiirlich
im Gegensatz zur numerischen Losung, bei der sich, wie oben gezeigt, wegen der reflektie-
renden inneren Grenze ein rdumlich konstanter gis-Koeffizient einstellt. Pafit man nun die
Konstante Cy so an, daf§ sie proportional zum Reziproken des g1s-Koeflizienten ist, so ergibt
sich ein g15-Koeffizient der Losung (2.65), der von den Ausbreitungsbedingungen und damit
auch vom Verhéltnis A, /L unabhingig ist.

Anders ausgedriickt: Will man die Legendre-Koeffizienten der numerischen Loésung aus
Abbildung 5.1 mit den Legendre-Koeffizienten der Losung (2.65) fiir konstante Ausbreitungs-
bedingungen vergleichen, die niherungsweise in den Gleichungen (A.12)—(A.17) angegeben
sind, so ist dies auf direktem Weg nicht moglich, da sich die Losungen wegen der unterschiedli-
chen Randbedingungen um eine von den Ausbreitungsbedingungen abhéngige Konstante un-
terscheiden. Unabhéngig davon kénnen natiirlich die Verhéltnisse von Legendre-Koeflizienten
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Abbildung 5.1: Die Legendre-Koeffizienten gos—g4s der numerischen Losung der vollsténdigen
stationédren PDGI (5.4) (durchgezogene Kurven) und der analytischen Losung
der Transportgleichung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen (5.7) (gestri-
chelte Kurven) sind in ihrem rdumlichen Verlauf dargestellt. Die Differenz
beider Kurven ist als schraffierter Bereich kenntlich gemacht. Das Verhéltnis
A/ L hat links von der gestrichelten Linie bei s = 2.5 AU den Wert \||/L = 1,
rechts davon \||/L = 0.5 AU. Der PWSK ist rdumlich konstant mit den Pa-
rametern § = 1.6, H = 0und 6 = 0.
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miteinander verglichen werden. Aus diesem Grund sind die Legendre-Koeffizienten der nu-
merischen Losung in Abbildung 5.1 so skaliert worden, dafl der gi5-Koeffizient gleich eins ist
und die iibrigen Legendre-Koeffizienten mit den Verhéiltnissen g¢,s/¢1s identisch sind. Dies
erleichtert den Vergleich mit den aus der Gleichung (2.65) zu berechnenden Verhéaltnissen
gns/1s, die in der Abbildung 5.1 als gestrichelte horizontale Linien eingezeichnet sind.

Interessant ist nun der schraffierte Bereich, der die Differenz zwischen der numerischen
Losung (durchgezogene Kurven) und der analytischen N#herungslosung kenntlich macht. Be-
trachtet man die Legendre-Koeffizienten g,s(s) mit n > 1, so zeigt sich, daf} die analytische
Niherungslosung entsprechend der Annahme (5.6) die numerische Losung bis auf den Bereich
unmittelbar um s; = 2.5 AU sehr gut wiedergibt. Dies zeigt deutlich, wie der anisotrope
Anteil durch die lokalen Ausbreitungsbedingungen geprigt wird. Die Ausbreitungsbedingun-
gen in einem hinreichenden Abstand vom Beobachtungsort, z. B. die abrupte Anderung des
Verhéltnisses \||/L beeinflussen den anisotropen Anteil nur duflerst geringfiigig. Befindet sich
der Beobachtungsort hingegen in unmittelbarer Umgebung der Anderung der Ausbreitungs-
bedingungen, so ergibt sich in Abhéngigkeit von der genauen Position eine Uberlagerung
der Ausbreitungsbedingungen zu beiden Seiten des Beobachtungsortes. Der sich dabei ein-
stellende anisotrope Anteil ist nicht mehr in einfacher Weise als eine Funktion von dem
Verhiltnis \||/L anzugeben, wie diese sich fiir konstante Ausbreitungsbedingungen ergibt.
Vielmehr miissen in diesem Bereich die numerischen Lésungen herangezogen werden, um den
anisotropen Anteil noch beschreiben zu kénnen.

Dieses Verhalten des anisotropen Anteils 148t sich nicht auf den isotropen Anteil iibertra-
gen, wie man sofort am rédumlichen Verlauf des gos-Koeffizienten erkennen kann. Die Verénde-
rung der Ausbreitungsbedingungen am Ort s; = 2.5 AU hat Auswirkungen auf einen grofien
rdumlichen Bereich unterhalb des Ortes s1, d. h. fiir s < 2.5 AU. Dieser rdumliche Bereich
betragt ein Vielfaches des Bereichs, auf dem sich der anisotrope Anteil auf die Ausbreitungs-
bedingungen einstellt. Oberhalb des Ortes s; ist hingegen nur ein duflerst geringer Einflufl
der sich d&ndernden Ausbreitungsbedingungen zu bemerken.

Ubertrigt man nun die gewonnenen Erkenntnisse iiber das Verhalten der Legendre-
Koeffizienten g, auf die Ausbreitungsbedingungen, so ist festzuhalten, daf} alle Grofien, die
den gos-Koeffizienten beinhalten, globaler Natur sind. Dies trifft insbesondere auf die Aniso-
tropien &,s zu, bei denen der gos-Koeffizient nach der Definition (1.22) als Kehrwert eingeht.
Es bietet sich daher an, neue Gréflen zu definieren, die unabhéngig vom gg-Koeffizienten
und somit von lokaler Natur sind. Betrachtet man die Gleichung (5.8), so bietet es sich
an, Verhiltnisse von Legendre-Koeffizienten g,s mit n > 1 zu bilden, um sich des Faktors
Co— LO(p/0s zu entledigen. Weitere Faktoren, die sich aus der Transformation von der Inten-
sitdt I bzw. Phasenraumdichte f auf die lineare Dichte  ergeben oder durch die Anwendung
des steady-state-Theorems bedingt sind, kénnen so ebenfalls beseitigt werden. Die so gebilde-
ten Verhéltnisse sind zudem identisch mit den Verhéltnissen der g,s-Legendre-Koeffizienten,
die sich aus der Losung der einfacheren PDGI (5.7) fiir konstante Ausbreitungsbedingungen
ergeben.

GREEN [1992], S. 72, BEECK [1983], S. 19, BIEBER AND POMERANTZ [1985] und BEECK
AND WIBBERENZ [1986]2 fiihren in diesem Zusammenhang eine Grfle ein, die im folgenden

3BeECK AND WIBBERENZ [1986] definieren die normierte Verteilungsfunktion in Gleichung (18) folgender-

maflen:
at L ( f(p)
Mo =5 ((f(u)> 1) (5:13)
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als normierte Verteilungsfunktion bezeichnet wird:

n(p) 2 L ; +ZM Py mit M, défg_fll (5.15)

Die hier auftretenden Legendre-Koeffizienten g,, sind als Projektion der Verteilungsfunktion
auf die Legendre-Polynome zu verstehen.

Einen &hnlichen Weg beschreiten GREEN AND SCHLUTER [1985] bzw. SCHLUTER [1985].
Im Gegensatz zu den oben genannten Autoren normieren sie jedoch den anisotropen Anteil
der Verteilungsfunktion in der Norm Lo der quadratisch integrierbaren Funktionen:

def

1fll2 = (5.16)

Unter Verwendung der Parsevalschen Gleichung (vgl. Joos UND RICHTER [1985], S. 300)
und der Legendre-Koeffizienten ergibt sich somit:

() % S — % =Y K, Pu(p) mit K, In (5.17)
N o N
n§1 (gn) n;l I+l (gn)2

Die Funktion K (u) wird von GREEN AND SCHLUTER [1985] als lokale Kennfunktion bezeich-
net. SCHLUTER [1985], S. 42, argumentiert, dafl die Definition der lokalen Kennfunktion der
Definition der normierten Verteilungsfunktion vorzuziehen sei. Zum einen sei die Norm mit
der Bestimmung der Legendre-Koeffizienten konsistent, und zum anderen kénne es rein theo-
retisch Pitchwinkelverteilungen geben, die eine von null verschiedene Norm haben, deren
g1-Koeffizient aber identisch verschwindet. Nach Definition (5.15) ergidben sich dann unbe-
schrankte M,,-Koeffizienten.

Zu seinem ersten Argument ist zu bemerken, daf die Norm (5.16) mathematisch gesehen
zwar sehr #sthetisch sein mag, vom physikalischen Standpunkt her aber nicht notwendig ist.
Wie oben bereits bemerkt, dient die Normierung des anisotropen Anteils dazu, sich unbe-
stimmter Konstanten zu entledigen. Diesen Zweck erfiillt jedoch auch Definition (5.15). Sein
zweites Argument ist ebenfalls zu entkréiften, da der anisotrope Anteil der PWYV immer mit
einem von null verschiedenen Teilchenstrom verbunden ist. Sollte es dennoch bei der Auswer-
tung von realen Daten aufgrund von statistischen Z#hlfehlern zu sehr hohen M,,-Koeffizienten
kommen, so ist dies im Rahmen einer Fehlerfortpflanzung zu erkléren.

Dabei verwenden sie die Definition der mittleren freien Weglénge )\"‘ fiir schwach inhomogene Magnetfelder
(siehe Gleichung (2.14) in dieser Arbeit). Setzt man diese Definition in Gleichung (5.13) ein

oL ) (S Y11 B
M(”)*L3L<uf<u>><<f(u>> 1) N TMIAAA (5:14)

3 [t
mit go= (/(n) wnd g1 =3 (uf(u) =3 [ - nf ) d

so zeigt sich, da§ die Definition (5.13) identisch mit der Definition (5.15) ist.
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Es ist daher festzuhalten, dafl sowohl die Definition (5.15) als auch die Definition (5.17)
dem Zweck geniigen, eine lokale Meflgréfie zu definieren, die durch die lokalen Ausbreitungs-
bedingungen gepragt wird.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die Definition (5.15) vorgezogen, da der g1s-Koeffizient
bei einer stationédren Losung mit reflektierender Randbedingung unabhéingig von den Aus-
breitungsbedingungen ist und nur von der Stromdichte iiber die innere Grenze bestimmt
wird. Durch die Normierung auf den gis-Koeffizienten erhélt man somit im stationéren Fall
M,s-Koeffizienten, die von der Anzahl der injizierten Teilchen unabhéngig sind und deren
Abh#ngigkeit von den Ausbreitungsbedingungen ausschlieffilich durch die g,s-Koeffizienten
mit n > 1 festgelegt ist.

5.2.1 Der Produktansatz des Pitchwinkelstreukoeffizienten

In Abschnitt 2.1.2 wurde fiir den PWSK ein Produktansatz gewihlt, der den PWSK in einen
von der rdumlichen Streustidrke und einen vom Pitchkosinus abhéngigen Anteil aufspaltet
(vgl. Gleichung (2.22)):

(s, 1) = ry () (1)
Die theoretisch moglichen funktionalen Verldufe von k(s, 1) werden dadurch deutlich einge-
schrankt. Dennoch ist diese Beschrankung unter physikalischen Aspekten zu rechtfertigen,
wie im folgenden gezeigt wird.

Zu diesem Zweck wird die stationdre Transportgleichung, wie schon im vorhergehenden
Abschnitt, mit Hilfe eines Modellproblems untersucht (siche Abbildung 5.2). Der réumlich
abhéngige Parameter ist der PWSK, der am Ort s; = 2.5 AU (gestrichelte Linie) eine ab-
rupte Verdnderung erfihrt. Links von der gestrichelten Linie, d. h. fiir s < 2.5 AU, betragen
die Parameter des PWSK ¢ = 1, H = 0 und 6 = 0, rechts davon, d. h. fiir s > 2.5 AU,
nehmen die Parameter die Werte § = 1.6, H = 0 und 6 = 0 an. Der PWSK &ndert somit
seine Form von isotroper Pitchwinkelstreuung zu einer Form, die ein ausgeprégtes “resonance
gap” aufweist. Eine rdumliche pu-Abhéngigkeit des PWSK 148t sich mit dem oben genannten
Produktansatz nicht beschreiben. Es ist daher zu untersuchen, in welchen rdumlichen Berei-
chen des Modellproblems der Produktansatz dennoch zu identischen Pitchwinkelverteilungen
fihrt.

Das Verhiltnis /L wird mit \;/L = 1 als konstant angenommen. Eine rdumliche Va-
riation der Streustéirke und damit auch der mittleren freien Weglénge A|| entlang der Bo-
genlinge s wird anhand dieses Modellproblems nicht untersucht, da raumliche Anderungen
der Streustédrke zum einen bereits im vorhergehenden Abschnitt durchgefiihrt worden sind
und zum anderen problemlos mit dem oben genannten Produktansatz dargestellt werden
konnen.

Entsprechend der bisherigen Vorgehensweise soll auch in diesem Abschnitt zunéchst die
analytische Losung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen betrachtet werden. Um den Ver-
gleich mit den Legendre-Koeffizienten der numerischen Losung durchzufiihren, ist es wie-
derum notwendig (vgl. vorhergehenden Abschnitt), die Verhéltnisse M5 = gns/g1s der ana-
lytischen Losung zu bilden. Fiir das Verhéltnis Mys = gos/g1s ergibt sich dann aus den
Gleichungen (A.12) und (A.13) im Anhang A:

s L 1 (Gg—4)2%A
gos _ L 1(@=4) A (5.18)
Jis )\H 18 2¢—5 L
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Abbildung 5.2: Die Legendre-Koeffizienten gos—gss der numerischen Losung der vollstédndigen
stationédren PDGI (5.4) (durchgezogene Kurven) und der analytischen Losung
der Transportgleichung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen (5.7) (gestri-
chelte Kurven) sind in ihrem rdumlichen Verlauf dargestellt. Die Differenz
beider Kurven ist als schraffierter Bereich kenntlich gemacht. Der PWSK hat
links von der gestrichelten vertikalen Linie die Parameter § = 1, H = 0 und
6 = 0, rechts davon die Parameter ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0. Das Verhiltnis

A/ L ist réumlich konstant mit dem Wert A /L = 1.
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Es handelt sich hierbei um eine Niherung fiir A, /L < 1, die dazu dienen soll, ein Verstéindnis
fiir die Abhéngigkeit der Legendre-Koeffizienten und damit auch der M ,s-Koeffizienten von
den GréBen \|/L, ¢ (und &) zu entwickeln. Die tatsichlich in der Abbildung 5.2 eingetra-
genen Werte der Koeffizienten M5 entstammen einer wesentlich genaueren Naherung, deren
umfangreiche Terme jedoch eher verwirrend wirken, so dafl aus didaktischen Griinden hier
die einfachere Naherung vorzuziehen ist.

Aus Gleichung (5.18) wird deutlich, daf$ der Mos-Koeffizient fiir /L < 1 im wesentlichen
umgekehrt proportional zu A||/L ist. Die Abhéngigkeit von ¢ € [1,2) ist nur gering, so daf es
sich bei dem zweiten Term nur um einen Korrekturterm handelt. Fiir die stationédre Losung
fiir konstante Ausbreitungsbedingungen bedeutet dies, daf} fiir A||/L < 1 nur eine schwache
Abhéngigkeit vom PWSK besteht. Andert sich der PWSK rdumlich, so hat dies auf den go,-
Koeffizienten und damit auch auf den Mys-Koeffizienten nur einen sehr geringen Einfluf}. Es
ist daher auch ohne Bedeutung, ob es sich dabei um globale Grofien handelt oder nicht. Be-
steht keine Abh#ngigkeit von einer Gréfie, so kann natiirlich auch keine globale Abhéngigkeit
bestehen.

Anders verhalten sich die M,s-Koeffizienten mit n > 1. Wie man aus den Gleichun-
gen (A.14)—(A.17) entnehmen kann, besteht eine Abhingigkeit von der Form des PWSK und
damit von dem Parameter ¢. In Abbildung 5.2 zeigt sich dies als deutlicher Sprung an der
Stelle s; = 2.5 AU, wo sich der §-Parameter abrupt von § = 1 auf ¢ = 1.6 erhoht.

Zum Vergleich der analytischen Losung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen (gestri-
chelte horizontale Linien) mit der numerischen Losung (durchgezogene Kurven) ist die Dif-
ferenz zwischen beiden Losungen durch Schraffur deutlich gemacht. Wegen der geringen
Abhéngigkeit des Moys-Koeffizienten von der Form des PWSK unterscheiden sich die bei-
den Losungen nur in der unmittelbaren Umgebung von s; = 2.5 AU, in der die Ndherung
0(1/0s = 0 zusammenbricht. Ansonsten ist auch bei der numerischen Lésung nur eine sehr ge-
ringe Abhéngigkeit von dem sich raumlich d&ndernden PWSK festzustellen. Der gos-Koeffizient
und damit auch der Mys-Koeffizient verhalten sich daher bei rdumlichen Anderungen des
PWSK wie lokale Gréfien.

Bei den Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 der numerischen Lésung ist wieder das
bereits im vorhergehenden Abschnitt festgestellte lokale Verhalten zu beobachten. Befindet
sich der Beobachter in hinreichendem Abstand zum Ort s; = 2.5 AU, an dem sich der PWSK
dndert, so sind die Auswirkungen auf die g,s-Koeffizienten nur duflerst gering und die M s-
Koeffizienten konnen durch die analytische Losung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen
beschrieben werden. In der unmittelbaren Umgebung von s; = 2.5 AU unterscheiden sich
hingegen die analytische und die numerische Lésung deutlich voneinander. Die numerische
Losung ergibt sich in diesem Bereich durch eine Uberlagerung der Effekte der zu beiden Seiten
des Ortes s;1 = 2.5 AU unterschiedlichen PWSKs.

Daraus ergibt sich fiir den Produktansatz, dafl dieser nur lokal giiltig sein muf}. In hin-
reichend groflem Abstand ist die genaue Form des PWSK ohne Bedeutung. Wichtig ist nur
die Streustiirke des PWSK, nicht aber seine explizite Form. Die raumliche Anderung der
Streustérke wird jedoch durch den Produktansatz beriicksichtigt. Ist die Form des PWSK
in der Umgebung des Beobachters, in der sich die lokalen Groflen auf die Ausbreitungs-
bedingungen einstellen, konstant, so stellt der Produktansatz des PWSK eine angemessene
Beschreibung der Ausbreitungsbedingungen dar. Problematisch wird es nur dann, wenn sich
der Beobachter in der unmittelbaren Umgebung einer abrupten riumlichen Anderung der
Ausbreitungsbedingungen befindet, wie sie in der Abbildung dargestellt ist. Hier ist es nicht
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moglich, ohne zusétzliche Annahmen aus der beobachteten PWV auf die Ausbreitungsbedin-
gungen zu schliefen. Erfolgen die rdumlichen Anderungen jedoch auf sehr kleinen Skalen und
sind sie im statistischen Mittel gleichmé&fig verteilt, so konnte man immerhin noch argumen-
tieren, dafl man einen effektiven PWSK aus den beobachteten PWVs bestimmen kann, der
die Ausbreitung der Teilchen im Mittel beschreibt.

5.2.2 Die lokale und die globale mittlere freie Weglinge

Nachdem in Abschnitt 5.2 die lokalen und globalen Eigenschaften der Legendre-Koeffizienten
und der aus ihnen abgeleiteten Grolen behandelt worden sind, wird in diesem Abschnitt auf
die aus diesen Groflen abgeleitete mittlere freie Weglédnge eingegangen.

Die lokalen M, s-Koeffizienten kénnen unter folgender Voraussetzung aus der stationéren
Losung (2.65) fiir konstante Ausbreitungsbedingungen berechnet werden: Die Ausbreitungs-
bedingungen in der lokalen Umgebung, in der sich die M,s-Koeffizienten auf die Ausbrei-
tungsbedingungen einstellen, miissen konstant sein bzw. diirfen nur eine schwache riaumliche
Abhéngigkeit aufweisen.

Die Voraussetzung ist damit zunéchst unabhéngig von dem Verhéltnis A /L und gilt
sowohl fiir schwache als auch fiir starke Streuung. Dennoch besteht ein indirekter Zusam-
menhang, da die Grole der lokalen Umgebung von dem Verhéltnis )\H/ L abhéngig ist. Ist
z. B. die Streuung im Verhéltnis zur Fokussierung gering, d. h. /\||/L > 1, so ist die lokale
Umgebung relativ groB. Je grofer die lokale Umgebung ist, desto schwieriger wird es aber,
die Voraussetzung von konstanten Ausbreitungsbedingungen und damit auch einem konstan-
ten Verhéltnis \||/L einzuhalten. Wie man in Abbildung 2.6 erkennt, variiert das Verhéltnis
A|/L besonders in der Nihe der Sonne sehr stark, so dafl die lokale Umgebung sehr klein sein
muf}, damit zumindest annéhernd konstante Ausbreitungsbedingungen vorherrschen. Dies ist
jedoch gleichbedeutend mit sehr starker Streuung und damit mit einer sehr kleinen mittleren
freien Weglidnge, da die Fokussierungslédnge L(r) in ihrer grofiskaligen Abhéngigkeit durch die
Archimedische Spirale des interplanetaren Magnetfeldes festgelegt ist. Es ist der stochasti-
sche Prozef3 der Pitchwinkelstreuung, der die Teilchen nach einer bestimmten zuriickgelegten
Wegstrecke immer wieder ihre “Vorgeschichte vergessen 148t”.

Gilt nun die oben genannte Voraussetzung von konstanten Ausbreitungsbedingungen in
der lokalen Umgebung, dann kénnen aus der Pitchwinkelverteilung, z. B. mit Hilfe der M-
Koeffizienten, Riickschliisse auf die lokalen Ausbreitungsbedingungen gezogen werden. Die
so bestimmten Groflen sind jedoch lokale Grofien, die nur in der lokalen Umgebung des
Beobachters Giiltigkeit haben. Wird z. B. das Verhiltnis X (r1)/L(r1) bestimmt, dann kann
bei Kenntnis des Beobachtungsortes r; die Fokussierungsldnge L(r1) nach Gleichung (2.11)
berechnet werden, so dal man schlielich die lokale mittlere freie Wegldnge Aj|(r1) erhilt.

Dieser Sachverhalt wird im folgenden anhand eines Beispiels verdeutlicht. In den Abbil-
dungen 5.3 und 5.4 sind die Legendre-Koeffizienten gos—gys fiir drei stationére Losungen in
ihrer radialen Abhéngigkeit aufgetragen. Fiir die stationdren Losungen wurden unterschiedli-
che radiale Verldufe der radialen mittleren freien Weglénge A, (siche Abschnitt 2.1.3) gewihlt.
Die gestrichelten Kurven entsprechen einem radialen Verlauf von A\.(r) = \o(r1)/v2 (r/70)°
mit b = —0.5, die durchgezogenen Kurven einem radialen Verlauf von A, (r) = A\g(r1) = const
und die gepunkteten Kurven einem radialen Verlauf von () = X\o(r1) V2 (r/70)® mit b = 0.5.
Durch die Wahl der radialen Verldufe von A (r) ergibt sich bei einem radialen Abstand von
r1 = 0.5 AU (gestrichelte vertikale Linie) dieselbe radiale mittlere freie Weglénge. Die ra-
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Abbildung 5.3: Die Legendre-Koeffizienten gos—gss der Losung der vollsténdigen stationéren

PDGI (5.4) sind iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Dabei wird zwischen
folgenden radialen Abhingigkeiten der radialen mittleren freien Weglange
A o« (r/rg)? unterschieden: b = —0.5 (gestrichelte Kurven), b = 0 (durch-
gezogene Kurven) und b = 0.5 (gepunktete Kurven). Es gilt fiir alle radialen
Verldufe bei r; = 0.5 AU (gestrichelte vertikale Linie): A;(r;) = 0.1 AU. Der
PWSK ist konstant mit den Parametern ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0.



gss/arb. un. Q,s/arb. un. gss/arb. un. Jos/arb. un.

Qss/arb. un.

5.2. DIE LOKALEN UND GLOBALEN LEGENDRE-KOEFFIZIENTEN 147

Abbildung 5.4: Die Legendre-Koeffizienten gos—g4s der Losung der vollsténdigen stationéren
PDGI (5.4) sind iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Dabei wird zwischen
folgenden radialen Abhingigkeiten der radialen mittleren freien Weglange
A  (r/ro)? unterschieden: b = —0.5 (gestrichelte Kurven), b = 0 (durch-
gezogene Kurven) und b = 0.5 (gepunktete Kurven). Es gilt fiir alle radialen
Verldufe bei r; = 0.5 AU (gestrichelte vertikale Linie): A, (1) = 0.4 AU. Der
PWSK ist konstant mit den Parametern ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0.
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dialen mittleren freien Weglédngen stimmen somit fiir diesen radialen Abstand lokal iiberein.
Die stationéren Losungen der Abbildungen 5.3 und 5.4 unterscheiden sich dabei lediglich in
der Stidrke der Streuung. Fiir Abbildung 5.3 wurde Ap(r1) = 0.1 AU und fiir Abbildung 5.4
Ao(r1) = 0.4 AU gewéhlt. So kann mit Hilfe der Abbildung 5.3 der Fall lokaler starker Streu-
ung, d. h. A;(r = 0.5) = 0.1 AU, und mit Abbildung 5.4 der Fall lokaler schwacher Streuung,
d. h. A\;(r = 0.5) = 0.4 AU, untersucht werden. Der PWSK wird fiir beide Abbildungen mit
den Parametern ¢ = 1.6, H = 0 und ¢ = 0 als rdumlich konstant angenommen.

Betrachtet man zunéchst den ggs-Koeffizienten in beiden Abbildungen, so wird deutlich,
daf sich am Ort 71 = 0.5 AU trotz desselben Verhéltnisses \|/L in Abhiéingigkeit vom radialen
Verlauf der radialen mittleren freien Weglénge A.(r) unterschiedliche Werte einstellen. Die
Werte unterscheiden sich dabei um mehr als den Faktor zwei. Grund hierfiir ist die globale
Eigenschaft des gos-Koeffizienten, aus der sich eine Abhéngigkeit von der grofiskaligen Va-
riation des Verhéltnisses \|/L und damit vom radialen Verlauf der radialen mittleren freien
Weglinge A, (r) ergibt.

Der gos-Koeffizient nimmt dabei den gréfiten Wert fiir b = —0.5 und den kleinsten Wert
fir b = 0.5 an. Betrachtet man Abbildung 2.3, in der die mittleren freien Wegléngen X
entlang der Magnetfeldlinie in Abhéngigkeit von dem b-Parameter dargestellt sind, so zeigt
sich, daf fiir b = —0.5 die Streuung mit gréfler werdendem radialen Abstand r weniger schnell
abnimmt als fiir b = 0.5. Fiir den am Ort 1 = 0.5 AU gemessenen ggs-Koeffizienten bedeutet
dies, daf} fiir b = —0.5 mehr Teilchen aus dem Gebiet s > 0.5 AU zuriickgestreut werden
als fiir b = 0.5. Daraus folgt ein groflerer Wert fiir den gos-Koeffizienten. Vergleicht man die
gos-Koeffizienten der Abbildung 5.3 mit denen der Abbildung 5.4, so ergeben sich fiir die
gos-Koeffizienten der Abbildung 5.3 insgesamt grofiere Werte, da die Streustérke dort um den
Faktor vier grofler ist als in der Abbildung 5.4. Fiir die Berechnung der stationdren Losung
folgt daraus, daf} sich die stationdren Verhiltnisse fiir b = —0.5 erst nach einer ldngeren
Ausbreitungszeit als fiir den in Abschnitt 3.3 behandelten Fall von b = 0 einstellen.

Eine Bestimmung der lokalen radialen mittleren freien Weglinge aus der Messung des
gos-Koeffizienten ist daher nur mit der Kenntnis des radialen Verlaufs A,(r) mdoglich. Diese
Information ist jedoch ohne zusétzliche Annahmen aus der an einem Ort gemessenen statio-
niren Losung nicht zu gewinnen (siehe Abschnitt 6.2.1). Unter der globalen mittleren freien
Weglinge ist daher die radiale mittlere freie Weglénge zu verstehen, die man unter der An-
nahme eines bestimmten radialen Verlaufs von A, aus dem gos-Koeffizienten bzw. den aus
dem ggs-Koeffizienten abgeleiteten Groflen ermittelt. Entspricht der angenommene radiale
Verlauf von A, dem tatsdchlichen radialen Verlauf, so kann mit Hilfe des gos-Koeffizienten die
absolute Stirke der Streuung bestimmt werden. Ist die Annahme {iber den radialen Verlauf
hingegen falsch, so sind die bestimmten mittleren freien Wegléngen weder in ihrem radialen
Verlauf noch in der sich lokal fiir den Beobachtungsort r; ergebenden radialen mittleren freien
Weglinge A, (r1) zutreffend.

Nachdem die globale Eigenschaft des ggs-Koeffizienten behandelt worden ist, wird nun
auf die lokale Figenschaft der g,s-Koeffizienten mit n > 1 eingegangen. Betrachtet man die
gns-Koeffizienten in ihrem radialen Verlauf, so ist zu erkennen, dafl diese bei einem radialen
Abstand von r; = 0.5 AU (fast) identische Werte annehmen. Da am Ort r; = 0.5 AU identi-
sche Ausbreitungsbedingungen herrschen, ist dies ein deutliches Zeichen dafiir, dafl die lokale
Umgebung, auf der sich die g,s-Koeffizienten auf die Ausbreitungsbedingungen einstellen, im
Vergleich zu der raumlichen Anderung der Ausbreitungsbedingungen am Ort 1 = 0.5 AU
klein ist. Die Teilchen sind in der lokalen Umgebung (fast) konstanten Ausbreitungsbedin-
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gungen ausgesetzt, die fiir die drei hier ausgewéhlten stationéren Losungen sehr dhnlich sind.
Es wire somit moglich, aus der am Ort r; = 0.5 AU gemessenen PWYV das lokale Verhéltnis
Ajj/L und damit die lokale mittlere freie Weglénge X (r1) zu bestimmen.

Ist die radiale mittlere freie Weglédnge A, am Ort 71 = 0.5 AU grofler als in Abbildung 5.3,
so wichst damit auch die lokale Umgebung an. Je grofler jedoch die lokale Umgebung wird, de-
sto stérker machen sich die rdumlichen Anderungen der Ausbreitungsbedingungen bemerkbar.
Die Auswirkungen einer grofieren lokalen Umgebung auf die g,s-Koeffizienten mit n > 1 sind
in Abbildung 5.4 zu erkennen. Wihrend in Abbildung 5.3 am Ort r; = 0.5 AU fast perfekte
Ubereinstimmung der g,s-Koeffizienten vorzufinden ist, machen sich hier die unterschiedlichen
rdumlichen Ausbreitungsbedingungen bemerkbar. Dieser Unterschied der g,s-Koeffizienten
am Ort 71 = 0.5 AU wird um so grofler, je gréBer die lokale mittlere freie Wegldnge A bzw.
je schwicher die Streuung gewahlt wird. Zusétzlich ist natiirlich zu beachten, dafi die gps-
Koeffizienten unterschiedlich stark von den Ausbreitungsénderungen abhéngig sind. Ist ein
bestimmter g,s-Koeffizient z. B. nur schwach von dem Verhéltnis )\H/ L abhéngig, wie dies
in Abbildung 5.3 fiir den g3s-Koeffizienten gilt, so konnen die g,s-Koeffizienten iiber einen
groflen raumlichen Bereich (trotz sich dndernder Ausbreitungsbedingungen) iibereinstimmen.

5.3 Die Niherung der stationiren Transportgleichung

In Abschnitt 5.2 ging es im wesentlichen darum, die lokalen und globalen Eigenschaften
der Legendre-Koeflizienten fiir stationire Verhéltnisse kenntlich zu machen. Dabei kam es
bereits fiir verschiedene Modellprobleme zum Vergleich zwischen den numerischen Losun-
gen der vollstindigen stationdren PDGI (5.4) und den analytischen Losungen der stati-
ondren PDGI (5.7) fiir konstante Ausbreitungsbedingungen. In diesem Abschnitt wird nun
fiir realistische Ausbreitungsbedingungen untersucht, in welchem Bereich die Losungen der
PDGI (5.7) als Niherungslosungen fiir die PDGI (5.4) verwendet werden diirfen (vgl. HATZ-
KY AND WIBBERENZ [1995]). Unter realistischen Ausbreitungsbedingungen ist zum einen
eine Fokussierungsliange L zu verstehen, die sich nach Gleichung (2.11) aus der Archimedi-
schen Spirale des interplanetaren Magnetfeldes ergibt, und zum anderen eine radiale mittlere
freie Weglinge \;, die als konstant angenommen wird. Das fiir die Losungen der PDGI (5.7)
wichtige Verhéltnis A|(s)/L(s) ist in Abbildung 2.6 fiir eine radiale mittlere freie Weglinge
von A, = 0.1 AU aufgetragen. Multiplikation der Funktionswerte mit den Faktoren 2, 3, ...
ermdglicht es, die Verhiltnisse )| /L fiir eine radiale mittlere freie Wegldnge von A, = 0.2 AU,
0.3 AU, ... zu ermitteln. Die Sonnenwindgeschwindigkeit vy, im Bereich 300-500 km /s ist da-
bei ein Parameter, von dem das Verhiltnis \|/L und damit die Losungen der PDGI (5.7) fiir
r < 1 AU nur geringfiigig abhédngen. Der im folgenden durchzufiihrende Vergleich zwischen
der Losung der PDGI (5.4) und der PDGI (5.7) wird daher exemplarisch fiir eine Sonnenwind-
geschwindigkeit von vg, = 400 km/s durchgefiihrt. Die Form des PWSK ist von geringerer
Bedeutung, da es bei der Uberpriifung der Niherung der PDGI (5.4) auf die sich rdumlich
dindernden Ausbreitungsbedingungen ankommt, die die Grélenordnung des zu vernachléssi-
genden Terms vud(q/0s bestimmen.

In Abbildung 5.5 sind die M,s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 iiber dem radialen Ab-
stand r aufgetragen. Die durchgezogenen Kurven stellen die numerisch berechneten stati-
ondren Losungen der PDGI (5.4) fiir die oben angegebenen Ausbreitungsbedingungen dar,
wobei ein PWSK mit den Parametern ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0 verwendet wurde. Die
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Abbildung 5.5: Die M, s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 der Lésung der vollsténdigen PDGI (5.4)
(durchgezogene Kurven) und der Losung der genéherten PDGI (5.5) (gestri-
chelte Kurven) sind iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Die radiale mitt-
lere freie Weglinge nimmt mit zunehmendem Betrag der M,s-Koeffizienten
die Werte A, = 0.1 AU, 0.2 AU, 0.3 AU und 0.4 AU an. Der PWSK ist
konstant mit den Parametern ¢ = 1.6, H =0 und 6 = 0.
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Abbildung 5.6: Die M, s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 der Lésung der vollstandigen PDGI (5.4)

(durchgezogene Kurven) und der Niherung der Losung der genéherten
PDGI (5.5), berechnet aus den Gleichungen (A.13)—-(A.16) im Anhang A,
(gepunktete Kurven) sind iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Die ra-
diale mittlere freie Weglinge nimmt mit zunehmendem Betrag der M-
Koeffizienten die Werte A\, = 0.1 AU, 0.2 AU, 0.3 AU und 0.4 AU an. Der
PWSK ist konstant mit den Parametern ¢ = 1.6, H =0 und ¢ = 0.
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gestrichelten Kurven bezeichnen die entsprechenden Né&herungslosungen, die sich aus der
analytischen Losung (2.65) der PDGI (5.7) fiir konstante Ausbreitungsbedingungen ergeben.
Dabei wurde fiir jeden Ort s entlang der Bogenlidnge der Magnetfeldlinie das lokale Verhalt-
nis \||(s)/L(s) in die Losung (2.65) eingesetzt. Als weiterer Parameter tritt die radiale mittlere
freie Wegliange A, auf, die folgende Werte annimmt: A\, = 0.1 AU, 0.2 AU, 0.3 AU und 0.4 AU.
Es ergeben sich somit fiir jeden M, s-Koeffizienten vier verschiedene Kurven, die sich im Be-
trag des M, s-Koeffizienten unterscheiden. Je schwécher die Streuung ist, desto gebiindelter
sind die PWVs und desto grofler sind die Betriage der M,,s-Koeffizienten fiir einen bestimmten
radialen Abstand.

Vergleicht man die durchgezogenen mit den getrichelten Kurven, so ist fiir eine radiale
mittlere freie Weglénge von A, = 0.1 AU eine sehr gute Ubereinstimmung in dem hier betrach-
teten radialen Bereich von 0.2 AU bis 1.1 AU zu verzeichnen. Die lokale Umgebung, in der sich
die M,s-Koeffizienten auf die Ausbreitungsbedingungen einstellen, ist fiir A, = 0.1 AU noch
so klein, dal das sich rdumlich &ndernde Verhéltnis /\||/ L in der lokalen Umgebung in sehr
guter Naherung als konstant angenommen werden kann. Betrachtet man hingegen die Kurven
mit A, > 0.2 AU, so wird deutlich, daf die Ubereinstimmung zwischen durchgezogenen und
gestrichelten Kurven mit zunehmender mittlerer freier Wegléange fiir kleine radiale Absténde
immer schlechter wird. Dies ist unmittelbar einsichtig, wenn man den radialen Verlauf des
Verhéltnisses A, /L in Abbildung 2.6 betrachtet. Das Verhéltnis Al /L dndert sich fiir geringe
radiale Abstidnde bereits auf sehr kleinen rdumlichen Skalen, da sich die Fokussierungslange
in diesem Bereich in etwa umgekehrt proportional zum radialen Abstand verindert. Weitet
sich nun die lokale Umgebung aufgrund der schwécher werdenden Pitchwinkelstreuung aus, so
wird die Voraussetzung von konstanten Ausbreitungsbedingungen in der lokalen Umgebung
zunichst nur fiir kleine radiale Absténde verletzt. Die Diskrepanz zwischen den durchgezo-
genen und den gestrichelten Kurven ist fiir A, = 0.4 AU und r = 0.2 AU bereits deutlich zu
erkennen. Fiir » = 1.1 AU ergibt sich hingegen fiir die gleiche mittlere freie Wegléinge eine
sehr gute Ubereinstimmung beider Kurven.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl die aus der analytischen Losung (2.65) abge-
leiteten M, s-Koeffizienten fiir A\, < 0.1 AU in dem radialen Intervall [0.2 AU, 1.1 AU] die
M,,s-Koeffizienten der Losung der vollstédndigen stationdren PDGI (5.4) in sehr guter Néhe-
rung approximieren. Selbst fiir radiale mittlere freie Wegléngen von A; < 0.4 AU und radiale
Abstéinde mit 7 > 0.5 AU betrigt die Differenz weniger als 10 %. Erst bei kleinen radialen
Absténden und grofien mittleren freien Wegléngen ergeben sich deutliche Abweichungen der
M, s-Koeffizienten der Losungen der PDGIs (5.4) und (5.7).

Werden die Beobachtungen beispielsweise auf der Erde bzw. in deren unmittelbarer Um-
gebung gemacht [BIEBER AND POMERANTZ, 1985; BIEBER, EVENSON, AND POMERANTZ,
1986], so ist der durch die Ndherung gemachte Fehler klein, wenn das Verhiltnis Al /L nicht
zu grof} wird. Dies trifft auf jeden Fall fiir die von BIEBER AND POMERANTZ [1985] bestimm-
ten Verhiltnisse von \||/L < 0.35 fiir die Langzeitvariation von Teilchen mit einer Steifigkeit
von 10 GeV zu. Anders sieht es jedoch fiir das von BIEBER, EVENSON, AND POMERANTZ
[1986] untersuchte solare Ereignis vom 16. Februar 1984 aus. Sowohl die Auswertung von
Protonen mit ~ 50 MeV, beobachtet auf dem ICE-Satelliten, als auch die Auswertung von
Teilchen mit einer Steifigkeit von ~ 1 GeV, indirekt beobachtet mit Neutronenmonitoren,
fiihren zu einem Verhéltnis \;|/L > 2. Die Argumentation der Autoren, dafl das Verhiltnis
Al /L nur lokal konstant sein muf}, ist im Prinzip zwar korrekt; nur wird die lokale Umgebung,
auf der sich die Teilchen auf die Ausbreitungsbedingungen einstellen, so grof3, dafl sich die
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rdumliche Abh#ngigkeit des Verhéltnisses /\||/L deutlich bemerkbar macht. Die Vermutung
der Autoren, daf sich die rdumlichen Abhéingigkeiten der mittleren freien Wegldnge und der
Fokussierungslénge in etwa gegenseitig aufheben, ist daher iiber einen so grofien raumlichen
Bereich nicht aufrechtzuerhalten.

Verschérft wird diese Problematik natiirlich noch, wenn der Beobachtungsort r; dichter
an die Sonne verlegt wird, d. h. r; <1 AU [BEECK AND WIBBERENZ, 1986; BEECK, 1987;
BEECK AND WIBBERENZ, 1987; BEECK AND WIBBERENZ, 1990; KRAHMANN, 1991]. So er-
mitteln z. B. BEECK AND WIBBERENZ [1986] fiir das auf dem HELIOS 1-Satelliten bei einem
radialen Abstand von r; = 0.52 AU gemessene solare Ereignis fiir Protonen von 4-13 MeV
ein Verhiltnis von )| /L = 2.0+0.34. Die gemessenen Verhéltnisse \|/L sind damit ungefahr
so grof} wie die von BIEBER, EVENSON, AND POMERANTZ [1986] ermittelten Verhé&ltnisse.
Der Beobachtungsort befindet sich jedoch nur halb so weit von der Sonne entfernt. Bei der
Auswertung eines weiteren Ereignisses ermitteln BEECK AND WIBBERENZ [1986] bei einem
radialen Abstand von r; = 0.49 AU fiir auf dem HELIOS 2-Satelliten gemessene Elektronen
des E03-Kanals ein Verhéltnis von A /L < 0.09. Die Néherung der Losung der vollstindigen
stationdren PDGI ist somit fiir dieses Ereignis gerechtfertigt.

Fiir den Fall eines kleinen Verhiltnisses A||/L < 1 lassen sich die Legendre-Koeffizienten
der Losung der PDGI (5.7) fiir den PWSK des Standardmodells aus Gleichung (2.17) ebenfalls
gut durch eine Ndherung beschreiben. Es handelt sich somit um die “Naherung der Ndherung”
der Losung der PDGI (5.4), die eine Erweiterung der von BEECK AND WIBBERENZ [1986]
vorgestellten Néherung um den Parameter 6 der Polarisation darstellt. Die entsprechenden
Legendre-Koeffizienten sind im Anhang A unter den Gleichungen (A.12)—(A.17) aufgefiihrt.

In Abbildung 5.6 sind nun die dazugehorigen M, s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 (ge-
punktete Kurven) zusammen mit den M, s-Koeffizienten der Losung der vollstéindigen sta-
tiondren PDGI (5.4) (durchgezogene Kurven) iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Die
Ausbreitungsbedingungen sind dabei dieselben wie in Abbildung 5.5. Dabei zeigt sich, daf}
fir A, = 0.1 AU eine gute Ubereinstimmung der gepunkteten und durchgezogenen Kurven
fiir alle M, s-Koeffizienten besteht. Die “N#herung der Naherung” 148t sich damit durchaus
fiir kleine Verhaltnisse )\H/L verwenden. Selbst fiir grofle Verhéltnisse )‘II /L wird der Mos-
Koeffizient der Losung der vollstindigen stationdren PDGI (5.4) gut approximiert. Anders
sieht es hingegen fiir kleine radiale Absténde und grofie Verhéltnisse A /L bei den Ms¢- und
Mys-Koeffizienten aus. Speziell fiir den Mss-Koeffizienten ergeben sich unterschiedliche Funk-
tionsverldufe, da die “Naherung der Ndherung” des M;zs-Koeffizienten keine Abhéngigkeit
vom Verhéltnis \||/L aufweist.

5.3.1 Die Eigenschaften der normierten Verteilungsfunktion

Im vorhergehenden Abschnitt ist deutlich geworden, da die normierte Verteilungsfunkti-
on M(u) der PDGI (5.7) fiir starke Pitchwinkelstreuung, d. h. bei kleiner mittlerer freier
Weglénge, eine sehr gute Néherung der normierten Verteilungsfunktion der vollstdndigen
stationdren PDGI (5.4) abgibt. Die normierte Verteilungsfunktion der PDGI (5.7) hat den
Vorzug, daf§ der Zusammenhang zwischen dem PWSK und dem funktionalen Verlauf von
M (p) iiber die Gleichung (2.65) gegeben ist. Es bietet sich die Moglichkeit, fiir verschiedene
PWSKs die normierten Verteilungsfunktionen zu berechnen, um so ein qualitatives Versténd-
nis des Einflusses der p-Abhéingigkeit des PWSK und der daraus resultierenden Form der
PWVs zu entwickeln. In Abbildung 2.2 wurden bereits sechs verschiedene &(u)-Verldufe vor-
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gestellt, deren normierte Verteilungsfunktionen in Abbildung 5.7 dargestellt sind. Ein freier
Parameter ist dabei das Verhiltnis \||/L, das in Abbildung 5.7 fiir die durchgezogenen Kur-
ven \||/L = 0.1 und fiir die gestrichelten Kurven \||/L = 1 betrégt. Das Verhiltnis zwischen
mittlerer freier Weglénge und Fokussierungsldnge variiert somit zwischen den beiden Kur-
venscharen um den Faktor 10.

Es soll zunéchst die normierte Verteilungsfunktion fiir den einfachsten Fall, den der iso-
tropen Pitchwinkelstreuung in Abbildung 5.7 a) betrachtet werden. Ist das Verhéltnis Al /L
klein, so stellt sich ein nahezu linearer Verlauf ein. Die normierte Verteilungsfunktion M ()
wird demnach durch den M;s-Koeffizienten dominiert, der definitionsgeméfl gleich eins ist.
Die Beitrdage der M, -Koeffizienten mit n > 1 sind hingegen verschwindend gering. Dies
dndert sich, wenn die Streuung im Verhéltnis zur Fokussierung geringer wird, da die Fokus-
sierung zu einer stéirkeren Biindelung der PWYV fiithrt und somit den Pitchkosinus der Teilchen
systematisch zu grofleren Werten dréngt. Die normierte Verteilungsfunktion néhert sich da-
her in ihrer pu-Abhéngigkeit einer Exponentialfunktion an. BIEBER AND POMERANTZ [1985]
sprechen auch von der sogenannten “exponential anisotropy”. Fiir die M,s-Koeffizienten mit
n > 1 bedeutet dies, dafl sie deutlich von null verschiedene Werte annehmen. Der exakte
quantitative Zusammenhang zwischen dem Verhéltnis \|/L und den M,s-Koeffizienten ist
den Gleichungen (A.6)—(A.9) im Anhang A zu entnehmen.

Die Auswirkungen eines ausgeprigten “resonance gap” im PWSK auf den Verlauf der
normierten Verteilungsfunktion lassen sich in Abbildung 5.7 b) erkennen. Die Nullstelle im
PWSK fiir 4 = 0 hat zur Folge, dafl die Steigung der normierten Verteilungsfunktion in
diesem Punkt unendlich wird. Dies bedeutet, dafi der in Gleichung (3.53) definierte Diffusi-
onswiderstand in der Umgebung von g = 0 einen sehr hohen Wert erreicht. Der Verlauf der
normierten Verteilungsfunktion wird dadurch in die typische S-Form gezwungen, die in Ab-
bildung 5.7 b) zu erkennen ist. An dieser S-Form &ndert das Verhéltnis )| /L im wesentlichen
nichts. GroBe Verhéltnisse \|/L fiihren lediglich dazu, daf8 die Punktsymmetrie beziiglich
p = 0, die schon in Abbildung 5.7 a) fiir A\||/L = 0.1 zu beobachten war, aufgehoben wird,
da es relativ gesehen mehr Teilchen mit einem gréfieren Pitchkosinus gibt.

In den Abbildungen 5.7 ¢) und d) sind die Auswirkungen der Form des “resonance gap”
zu erkennen. Die Steigung der normierten Verteilungsfunktion bleibt fiir beide PWSKs end-
lich, da die PWSKSs keine Nullstellen aufweisen. Der Diffusionswiderstand nimmt aber auch
bei diesen PWSKs den grofiten Wert im Intervall um g = 0 an, so dafl sich wieder die ty-
pische S-Form einstellt. Bemerkenswert ist, dal die normierten Verteilungsfunktionen in den
Abbildungen 5.7 b), ¢) und d) in etwa die gleichen Mag- und Mss-Koeffizienten haben (siche
Abschnitt 5.3.3). Die unterschiedliche Steigung im Bereich p = 0 macht sich erst bei den
M, s-Koeffizienten mit n > 3 bemerkbar. Die M,s-Koeffizienten stellen somit ein objekti-
ves Maf} dar, um normierte Verteilungsfunktionen untereinander zu vergleichen, auch wenn
die zur Verfligung stehende Information iiber die pu-Abhéngigkeit durch die Meimethode be-
grenzt ist. Die Entwicklung nach Legendre-Koeffizienten, aus denen die M, s-Koeffizienten
abgeleitet sind, mag zwar auf den ersten Blick etwas mathematisch motiviert sein, hat aber
den entscheidenden Vorteil, da3 die Information, die in einer PWYV enthalten ist, in Form
von wenigen Koeffizienten vorliegt. Die Legendre-Koeffizienten speichern dabei jeder fiir sich
gesehen einen Teil der Information, der wegen der Orthogonalitét der Legendre-Polynome
nicht durch einen der anderen Legendre-Koeffizienten ersetzt werden kann.

Wie bereits bei der Diskussion der Abbildung 5.7 b) bemerkt, fiithrt auch in den Abbil-
dungen 5.7 ¢) und d) ein gréfleres Verhéltnis \||/L zu einer Verschiebung der Verteilung hin
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Abbildung 5.7: Die durch die Gleichung (5.15) definierte normierte Verteilungsfunktion M ()
ist fiir die in Abbildung 2.2 dargestellten normierten PWSKs #(u) berechnet:
a) isotroper PWSK, d. h. =1, H=0und 6 =0; b) §=1.6, H=0 und

o= 0;

e) ¢=16, H=0und 6 = —0.3;

c)§=2,H=005und 6 =0; d)§=4, H=0.05und ¢ = 0;
f) g =16, H=0 und 6 = 0.3. Es wird

zwischen einem Verhiltnis A||/L von A|/L = 0.1 (durchgezogene Kurven) und
A||/L = 1 (gestrichelte Kurven) unterschieden.
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zu grofferen Pitchkosinussen, wobei, wie auch im Fall eines isotropen PWSK, die Nullstelle
der normierten Verteilungsfunktion erkennbar zu Werten p > 0 wandert.

Bei den bisher betrachteten PWSKs handelt es sich ausschlieBlich um symmetrische For-
men. Abschliefend werden daher noch zwei Beispiele fiir normierte Verteilungsfunktionen
vorgestellt, die durch unsymmetrische PWSKs geprigt sind. In Abbildung 5.7 e) ist die nor-
mierte Verteilungsfunktion dargestellt, die sich fiir einen PWSK mit verstarkter Streuung in
dem Halbraum p € (0,1] ergibt. Das Verhéltnis /L ist dabei dasselbe wie in den bisher
betrachteten Beispielen. Die Streuung verteilt sich damit nur unterschiedlich auf die bei-
den Halbrédume [—1,0) und (0, 1]. Fiir die normierte Verteilungsfunktion bedeutet dies eine
geringere Steigung im Intervall (0,1] und eine stirkere Steigung im Intervall [—1,0). Die
Pitchwinkelstreuung ist immer bestrebt, den Gradienten, der durch den systematischen Ef-
fekt der Fokussierung entsteht, auszugleichen. Ist nun die Streuung in einem Halbraum im
Verhiltnis zum anderen Halbraum stérker, so ist dies vergleichbar mit zwei unterschiedlich
grofien Verhéltnissen )| /L fiir beide Halbrdume. In Abbildung 5.7 f) kehrt sich dieser Effekt
genau um, da nun die Streuung in dem Halbraum [—1,0), d. h. fiir Teilchen, die in Richtung
zur Sonne fliegen, stirker ist. Die normierte Verteilungsfunktion nimmt daher in dem Inter-
vall [—1,0) eine geringere und in dem Intervall (0,1] eine stérkere Steigung an als fiir den
Fall eines symmetrischen PWSK. Die Asymmetrie der normierten Verteilungsfunktion, die
durch ein grofles Verhéltnis \|/L betont wird, verstérkt sich also noch zusétzlich durch den
unsymmetrischen PWSK| der in Abbildung 2.2 e) dargestellt ist. Andererseits schwicht der in
Abbildung 2.2 f) dargestellte PWSK die Asymmetrie der normierten Verteilungsfunktion ab.
Weitere Beispiele fiir normierte Verteilungsfunktionen und deren zugrundeliegende PWSKs
kénnen bei BEECK AND WIBBERENZ [1986] in den Abbildungen 1 und 2 betrachtet werden.

5.3.2 Der PWSK des Standardmodells

In diesem Abschnitt soll speziell auf die Abhéngigkeit der Legendre-Koeffizienten von dem
PWSK des Standardmodells (siehe Gleichung (2.17)) eingegangen werden. Die Betrachtung
soll dabei auf ein Verhiltnis \||/L < 1 beschriinkt werden, da in diesem Fall die bereits in Ab-
schnitt 5.3 erwéhnte Ndherung der Losung (2.65) ihre Giiltigkeit besitzt. Die Entwicklung der
Exponentialfunktion der Losung (2.65) in einer Taylorreihe bis zum quadratischen Glied hat
den Vorzug, dal der Zusammenhang zwischen den Legendre-Koeffizienten g,,s und den Grofien
)\H/L, G und & deutlich wird. Es zeigt sich dabei, dafl die einzelnen Legendre-Koeflizienten
nicht in gleicher Weise von allen drei Groflen abhéngen.

Betrachtet man zunéchst die Abhéngigkeit der in Anhang A in den Gleichungen (A.12)—
(A.17) aufgefiihrten Legendre-Koeffizienten gos—gss von dem Verhiltnis /L, so wird deut-
lich, daf} alle Legendre-Koeffizienten bis auf den ggs-Koeffizienten in ihren Termen von dem
Verhiltnis /\||/ L abhéngen. Verstédndlich wird dies durch das Verhalten der stationéren Losung
im Grenziibergang lim)\H /L—0 bzw. limy_.o. Verschwindet die Fokussierung identisch, so er-
gibt sich im stationdren Gleichgewicht keine Vorzugsrichtung der PWV. Der anisotrope Anteil
muf somit identisch verschwinden, und nur der isotrope Anteil, d. h. der gos-Koeffizient, ist
von null verschieden. Betrachtet man jedoch beispielsweise den Msgs-Koeffizienten fiir 6 = 0

93s 7qA —1
Mszs = = = =
° Jdis 3 q— 6
so nimmt dieser selbst fiir den Grenziibergang limy,_,o, einen endlichen Wert an. Ahnliches
ist man vom Differentialquotienten gewohnt, der trotz eines infinitesimalen Dividenden und

(5.19)
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N/LT @ o
gos || (=) | (=) |~
Jis + (_) -
gs |+ |+ |+
93s + + -
as |+ |+ |+
95s + + -

Tabelle 5.1: Die Abhéngigkeit der g,s-Koeffizienten mit n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 von den Groéfien
Ajj/L, G und & fiir ein Verhiltnis \/L < 1 ist durch folgende Symbole darge-
stellt: — geringe Abhéngigkeit; + starke Abh#ngigkeit; () gilt bei Polarisation
nur bedingt.

Divisors einen endlichen Wert annimmt. Die Betrachtung des Grenzfalls L = oo, die BEECK
AND WIBBERENZ [1986] vornehmen, ist daher fiir das stationire Gleichgewicht von rein ma-
thematischer Natur, da die Legendre-Koeffizienten g¢,s mit n > 1 fiir diesen Fall identisch
verschwinden und einer Messung nicht zugénglich sind. Sie wird von den Autoren dennoch
vorgenommen, um den Einflufl der Fokussierung und der Polarisation getrennt betrachten zu
kénnen. Die Gleichungen (A.12)—(A.17) beinhalten hingegen beide Effekte, so daff es moglich
ist, den zusitzlichen Effekt der Polarisation, d. h. fiir & # 0, bei vorhandener Fokussie-
rung zu betrachten. Es zeigt sich dabei in Ubereinstimmung mit BEECK AND WIBBERENZ
[1986], daB die Polarisation besonders die geraden Legendre-Koeffizienten beeinflufit. Fiir
die unsymmetrischen Legendre-Koeffizienten ergibt sich jedoch im Gegensatz zum Grenz-
fall . = oo eine schwache Abhéngigkeit vom &-Parameter. Desweiteren sind die geraden
Legendre-Koeffizienten wegen des Faktors (1 + 62) nicht punktsymmetrisch beziiglich der
6-Werte.

Betrachtet man abschlieffend die Abhéngigkeit vom §-Parameter, so stellt man fest, daf3
diese bei allen Legendre-Koeffizienten g,s mit n > 2 besteht. Anders ist es bei den gps- und
g1s-Koeffizienten, die bei identisch verschwindender Polarisation nur sehr gering bzw. gar
nicht vom ¢-Parameter abhéngen.

In den Tabellen 5.1 und 5.2 sind noch einmal die Abh#ngigkeit sowohl der Legendre-
Koeflizienten als auch der Mps-Koeffizienten von den Parametern A, /L, ¢ und ¢ zusammen-
gestellt. Wie man anhand der Tabelle 5.2 erkennt, ist es moglich, mit Hilfe der gemessenen
M, s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 die Parameter )‘II/ L, ¢ und & zu bestimmen.

5.3.3 Der Zusammenhang zwischen dem “resonance gap” und den M-
Koeffizienten

Eine wichtige Frage im Zusammenhang mit der Rekonstruktion des PWSK aus den gemesse-
nen PWVs betrifft die Genauigkeit, mit der das “resonance gap” rekonstruiert werden kann.
Dabei geht es sowohl um die Breite des “resonance gap”, die bei PWSKs der Form (2.21)
durch den ¢-Parameter bestimmt wird, als auch um dessen Tiefe, die durch den H-Parameter
festgelegt wird. Der -Parameter ist fiir die Betrachtung in diesem Abschnitt ohne Bedeutung
und wird daher auf 6 = 0 festgelegt, d. h. es werden ausschliefilich symmetrische PWSKs
betrachtet.



158 KAPITEL 5. EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN

NAE
My |+ [+]+
M3s (_) + | —
My | + |+ ]|+
M5s (_) + | —

Tabelle 5.2: Die Abhéingigkeit der M,s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4, 5 von den Gréflen A /L,
¢ und ¢ fiir ein Verhiltnis \|/L < 1 ist durch folgende Symbole dargestellt: —
geringe Abhéingigkeit; + starke Abhéngigkeit; () gilt bei Polarisation nur bedingt.

Zunéchst sei noch einmal auf den Wertebereich des H-Parameters hingewiesen, der fiir
PWSKs mit ¢ > 2 den Wert H = 0 nicht beinhalten soll. Wie bereits in Abschnitt 2.1.2
erwihnt, ist fiir den Fall § > 2 und H = 0 eine Streuung in den Halbraum p € [—1,0) nicht
moglich, da die Teilchen durch die Nullstelle des PWSK bei g = 0 nicht hindurchgestreut
werden konnen. Andererseits kann fiir die ¢-Werte mit ¢ € (1,2) der Diffusionsstrom durch
# = 0 nur auf einen minimalen Wert begrenzt werden, indem H = 0 gesetzt wird. Dabei
gilt, dal der minimale Diffusionsstrom umso kleiner ist, je dichter sich der ¢-Wert bei zwei
befindet. Im Grenziibergang lim;_» verschwindet der Diffusionsstrom durch g = 0 schliefllich
identisch.

In Abbildung 5.8 sind die (G, H)-Wertepaare aufgetragen, die zum selben Mos-Koeffizien-
ten (obere Hilfte) bzw. Mss-Koeffizienten (untere Hélfte) fithren. Dabei wird zwischen den
Mas- und den M3s-Koeffizienten unterschieden, die sich fiir ein Verhéltnis A, /L = 0.1 (durch-
gezogene Kurven) und \|/L = 1 (gestrichelte Kurven) ergeben. Die (g, H)-Paare sind durch
die in Anhang A angegebenen Losungen der Gleichung (2.65) auf die Werte ¢ = 1.6, 2, 3, 4
beschrénkt. Die durchgezogenen Kurven sind als lineare Interpolation zwischen den (g, H)-
Paaren aufzufassen. Betrachtet man den so festgelegten funktionalen Zusammenhang zwi-
schen den Parametern ¢ und H, so zeigt sich, dafl das breiter werdende “resonance gap”, d. h.
der zunehmende ¢-Parameter, zunéchst mit einem zunehmenden H-Parameter verbunden ist.
Verstindlich wird dies, wenn man sich bewuf3t macht, dafl der Mog- und der M3zs-Koeflizient in
entscheidender Weise durch den Diffusionswiderstand im Intervall um g = 0 geprégt werden.
Dies bedeutet aber, dafl der Diffusionswiderstand nur dann in etwa konstant bleibt, wenn bei
breiter werdendem “resonance gap” die Tiefe des “resonance gap” geringer wird. Fiir grofle
G-Werte, wie z. B. § = 4, scheint dieser Zusammenhang aber verloren zu gehen. Die Mog- und
Mss-Koeffizienten sind dann nicht mehr ausschliellich von dem mit dem “resonance gap”
verbundenen Diffusionswiderstand im Intervall um g = 0 abhéngig, sondern auch von der
Lage der Maxima des PWSK, die sich deutlich zu gréfleren |u|-Werten verschieben.

Insgesamt ist die Abhéngigkeit zwischen den ¢- und H-Werten im Intervall § € [2, 4] relativ
gering, so daf sich fiir einen mittleren H-Wert von H = 0.05 ungefidhr gleiche M- und Ms,-
Koeflizienten ergeben. Die Abbildung 5.8 rechtfertigt damit im nachhinein die Aussage, daf3
die in Abbildung 5.7 b), ¢) und d) dargestellten normierten Verteilungsfunktionen in etwa
die gleichen M- und Mss-Koeffizienten haben.

Die Ahnlichkeit zwischen den Abhingigkeiten der ¢- und H-Werte fiir den Mo und den
Mss-Koeffizienten zeigt aber auch, dafl es kaum maglich ist, mit Hilfe dieser Koeffizienten die
Parameter ¢ und H getrennt zu bestimmen. Um dies noch deutlicher zu machen, sind im
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Abbildung 5.8: Die (G, H)-Wertepaare sind fiir konstante Mags-Koeffizienten (obere Hélfte)

und Mss-Koeffizienten (untere Hilfte) dargestellt. Dabei wird zwischen dem
Verhiltnis \|/L = 0.1 (durchgezogene Kurven) und dem Verhéltnis X /L = 1
(gestrichelte Kurven) unterschieden.
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Abbildung 5.9: Der Mas- und der Mss-Koeffizient (oberer Teil) bzw. der Mag- und der Mys-

Koeffizient (unterer Teil) sind fiir verschiedene ¢- und H-Werte fiir das
Verhiltnis \|/L = 1 gegeneinander aufgetragen: § = 1.5 (gestrichelte Kurven)
mit H € [0,1]; § = 2 (durchgezogene Kurven), § = 3 (Kurven mit Strichen
und Punkten) und ¢ = 4 (gepunktete Kurven) mit H € [0.1,1] (von unten
nach oben).
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oberen Teil der Abbildung 5.9 beide Koeffizienten fiir verschiedene ¢- und H-Werte gegenein-
ander aufgetragen. Das Verhiltnis \|/L = 1 ist dabei konstant. Die sich so ergebenden vier
Kurven haben die konstanten Werte § = 1.5 (gestrichelte Kurve), ¢ = 2 (durchgezogene Kur-
ve), ¢ = 3 (Kurve mit Strichen und Punkten) und ¢ = 4 (gepunktete Kurve). Der Wert § = 1.5
wurde dem Wert § = 1.6 vorgezogen, da es fiir § = 1.5 moglich ist, die Legendre-Koeffizienten
auch fiir H # 0 analytisch zu berechnen (siehe Anhang A). Physikalisch gesehen macht es
kaum einen Unterschied, ob man den PWSK fiir § = 1.5 oder fiir § = 1.6 betrachtet. Entlang
dieser vier Kurven ist der H-Parameter eine variable Griéfle. Beginnend mit dem ersten Punkt
am unteren Ende der Kurven bis zum letzten Punkt am oberen Ende der Kurven wird der
Wertebereich H € [0.1, 1] durchlaufen. Die Punkte folgen dabei jeweils in Absténden von 0.1.
Eine Ausnahme bildet die gestrichelte Kurve fiir § = 1.5, die mit einem Stern am unteren
Ende abschlieit. Der Wertebereich ist bei dieser Kurve bis zum Grenzwert H = 0 ausgedehnt
worden.

Betrachtet man nun die relative Lage der vier Kurven zueinander, so zeigt sich, daf} diese
so dicht beieinanderliegen, dafl eine Bestimmung der (g, H)-Paare aus den Mas- und Mass-
Koeffizienten kaum moglich ist; und zumal dann nicht, wenn die genannten Koeffizienten
noch mit einem statistischen Fehler behaftet sind.

Anders sieht dies jedoch bei den Mog- und Mys-Koeffizienten aus, die entsprechend dem
oberen Teil der Abbildung 5.9 im unteren Teil aufgetragen sind. Hier nehmen die Kurven fiir
die unterschiedlichen §-Werte speziell fiir kleine H-Werte deutlich unterschiedliche Verlaufe
an, so daf eine Bestimmung der (¢, H)-Paare moglich ist. Die gestrichelte Kurve zeigt zu-
dem, wie die Maogs- und Mys-Koeflizienten fiir § = 1.5 beim Grenziibergang limy_,o gegen
das durch den Stern markierte Wertepaar konvergieren. Denkt man sich auch hier die ge-
nannten Koeffizienten mit statistischen Fehlern behaftet, so wird deutlich, daf3 die absolute
Tiefe des “resonance gap”, d. h. der H-Wert, nicht exakt bestimmt werden kann. Es ist
lediglich moglich, eine obere Schranke fiir den H-Wert anzugeben. Der genaue Wert der obe-
ren Schranke ist somit im wesentlichen von dem statistischen Fehler der M ,s-Koeffizienten
abhéingig und weniger von der Tatsache, daf§ die Meimethode die Anzahl der bestimmbaren
M, s-Koeffizienten auf n = 2, 3, 4 begrenzt, wie es KRAHMANN [1991] behauptet. Dies liegt
daran, dafl die moglichen Funktionsverldufe des PWSK durch die Gleichung (2.21) bereits
eingeschriankt worden sind. Es sind natiirlich PWSKs denkbar, die zu sehr dhnlichen M-
Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 fiihren, sich aber durch die Gleichung (2.21) nicht beschreiben
lassen. Um diese im Detail abweichenden PWSKs dennoch erkennen zu koénnen, ist es not-
wendig, die in den M, s-Koeffizienten mit n > 4 noch zusétzlich vorhandene Information zur
Auswertung heranzuziehen. Beschrénkt man sich jedoch auf PWSKs der Form (2.21), dann
konnen die (G, H)-Paare bei geringem statistischen Fehler der Myg- und Mys-Koeffizienten
gut voneinander unterschieden werden.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl aus den M ,s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 bei einer
identisch verschwindenden Polarisation, d. h. & = 0, die Parameter A||/L, ¢ und H bestimmt
werden konnen. Fiir kleine Verhéltnisse )| /L < 1 separiert sich die Bestimmung sogar noch,
da allein aus dem M3s-Koeffizienten der g-Parameter bestimmt werden kann, so dafl aus den
Mos- und Mys-Koeffizienten nur noch das Verhéltnis /\|| /L und der H-Parameter bestimmt
werden miissen. Fiir grofle Verhéltnisse A, /L > 1 miissen jedoch aus allen M,s-Koeffizienten
die Parameter A, /L, g und H gleichzeitig bestimmt werden.
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5.4 Die Niherung der zeitabhéingigen Transportgleichung

In Abschnitt 5.3 wurde die diffusive Naherung als Néherung der stationdren Transportglei-
chung verwendet. Der Ndherungscharakter beschriankte sich damit bisher auf die Vernachléssi-
gung eines einzigen Terms in der Transportgleichung (5.3). In diesem Abschnitt wird nun
die diffusive Naherung als Naherung der zeitabhéngigen Transportgleichung untersucht. Der
Naherungscharakter der diffusiven Naherung ist in diesem Fall wesentlich weitgehender, da
alle drei Terme auf der linken Seite der PDGI (5.3) vernachléssigt werden.

Aufbauend auf den Ergebnissen des Abschnitts 5.3 beschrénkt sich dieser Abschnitt auf
die Ndherung der zeitabhéingigen Transportgleichung (5.3) durch die stationére Transport-
gleichung (5.4). In anderen Worten: Es wird die Auswirkung der linken beiden Terme auf der
linken Seite der PDGI (5.3) untersucht.

Von Interesse ist die diffusive Ndherung und damit auch die Giite, mit der sie die zeit-
abhéngige Transportgleichung approximiert, da sie von verschiedenen Autorengruppen zur
Auswertung von zeitabhingigen gemessenen PWVs verwendet wird. Es handelt sich dabei
im wesentlichen um die Autoren BEECK [1983], BEECK AND WIBBERENZ [1986], BEECK
[1987], BEECK AND WIBBERENZ [1987], BEECK AND WIBBERENZ [1990], BIEBER AND
POMERANTZ [1985], BIEBER, EVENSON, AND POMERANTZ [1986], die die normierte Ver-
teilungsfunktion zur Auswertung verwenden, und um den Autor KRAHMANN [1991], der die
lokale Kennfunktion verwendet. KRAHMANN [1991] stiitzt sich dabei auf die Vorarbeiten von
GREEN AND SCHLUTER [1985] und SCHLUTER [1985]. Beide Zugénge fiithren zu dquivalen-
ten Aussagen (siehe Abschnitt 5.2). Im folgenden wird der N#éherungscharakter der diffusiven
Niherung exemplarisch anhand der normierten Verteilungsfunktion untersucht.

Von den genannten Autoren wird, bis auf KRAHMANN [1991], immer wieder darauf hin-
gewiesen, daf} die normierte Verteilungsfunktion zeitlich nahezu konstant ist, und zwar nicht
nur im diffusiven Grenzfall A < L. Dafi die normierte Verteilungsfunktion im diffusiven
Grenzfall zeitunabhéngig wird, ist unbestritten, da die aus der diffusiven N&herung hervor-
gehende PDGI (5.5) keine Zeitabhéingigkeit mehr aufweist. Ohne die genaue Kenntnis der
Losungen der vollstéindigen Transportgleichung ist jedoch die Frage schwierig zu beantwor-
ten, inwieweit die normierte Verteilungsfunktion iiber den diffusiven Grenzfall hinaus nahezu
zeitunabhéngig bleibt. In diesem Zusammenhang werden von den genannten Autoren im
wesentlichen zwei Argumente angefiihrt:

1. Empirische Betrachtungen der M, -Koeffizienten von gemessenen solaren Ereignissen
weisen nahezu Zeitunabhéngigkeit auf (siche z. B. GREEN [1992], S. 78f.; BIEBER,
EVENSON, AND POMERANTZ [1986]).

2. Empirische Betrachtungen der Kennfunktion K von numerischen Lisungen der Trans-
portgleichung weisen, abgesehen von der Einschwingphase, nahezu Zeitunabh éngigkeit
auf, falls die Injektion nicht impulsiv und die mittlere freie Weglédnge nicht grof§ ist
(siche GREEN AND SCHLUTER [1985], S. 8; SCHLUTER [1985], S. 100f.).

Zum ersten Argument ist zu bemerken, dafi die M,,-Koeffizienten im Vergleich zur omni-
direktionalen Intensitét, die wiahrend eines solaren Ereignisses um mehrere Grofienordnungen
variiert, nur schwach zeitabhéngige Gréfien sind. Es handelt sich daher um eine relative Zeit-
unabhéngigkeit, die insbesondere durch die Lénge der Injektion und das Verhiltnis /\||/ L
beeinflufit wird, wie GREEN AND SCHLUTER [1985] bzw. SCHLUTER [1985] korrekt bemer-
ken. Aber selbst fiir lingere Injektionen und ein nicht allzu grofies Verhéltnis Al /L wird die
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normierte Verteilungsfunktion bzw. die lokale Kennfunktion nicht zeitunabhéngig. Dies steht
zunéichst im Widerspruch zu der Aussage von GREEN AND SCHLUTER [1985].

Bereits in Abschnitt 5.3.1 wurde darauf hingewiesen, daf§ man beim Vergleich von normier-
ten Verteilungsfunktionen ein moglichst objektives Maf3 wahlen sollte. Als objektiv haben sich
dabei die Legendre-Koeffizienten bzw. die M,,-Koeffizienten erwiesen. GREEN AND SCHLUTER
[1985] vergleichen hingegen die zeitliche Abfolge der Kennfunktion K (u) und nicht die der
K, -Koeffizienten der Kennfunktion (siehe Gleichung (5.17)). Fiir die K,-Koeffizienten gilt
aber in etwa das gleiche wie fiir die M,,-Koeffizienten, die fiir die geraden Koeffizienten mit
kleiner werdendem Verhéltnis \||/L immer kleiner werden. Die ungeraden Koeffizienten sind
hingegen von dem Verhé&ltnis /\||/L unabhéngig. Dies fiihrt fiir kleine Verhéltnisse )| /L zu
einer Dominanz der ungeraden iiber die geraden Koeffizienten, d. h. die normierte Vertei-
lungsfunktion bzw. die lokale Kennfunktion werden immer punktsymmetrischer. Nun hat
sich jedoch bei den numerischen Losungen der zeitabhéngigen Transportgleichung ergeben,
dafl speziell der Ms-Koeffizient fast zeitunabhéngig ist. Betrachtet man daher die normierte
Verteilungsfunktion fiir kleine Verhéltnisse A /L, so wird diese durch den Mj3-Koeffizienten
dominiert, der wiederum zeitlich nahezu unveréndert bleibt. Dieser Umstand hat GREEN AND
SCHLUTER [1985] wahrscheinlich zu ihrer Aussage veranlaft.

Aber bereits KRAHMANN [1991] erkennt, daf8 die lokalen Kennfunktionen K (), die nach
der Einschwingphase dem Augenschein nach zeitunabhingig sind, einen schwachen Trend
enthalten, der die Bestimmung des Verhéltnisses A, /L behindert. Genauere Untersuchungen
von KRAHMANN [1991] haben jedoch ergeben, daf} sich das Verhéltnis A/ L unter der Bedin-
gung, daf die Einschwingphase vor dem Maximum der omnidirektionalen Intensitét beendet
ist, aus der lokalen Kennfunktion zum Zeitpunkt des Intensitéitsmaximums korrekt bestim-
men l&Bt. Diese deutliche Aussage von KRAHMANN [1991] ist bemerkenswert, da er zum
einen noch mit der #lteren Version des GREF-Programms von SCHLUTER [1985] gearbeitet
hat und zum anderen die aus der PDGI (5.5) berechnete Kennfunktion, d. h. die vollsténdige
diffusive N&herung verwendet. Der von ihm angegebene Zusammenhang ist rein empirischer
Natur und wird in den Abbildungen 5.10 und 5.11 besté&tigt.

In den Abbildungen 5.10 und 5.11 sind die omnidirektionale Intensitédt gg und die M,,-
Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 (durchgezogene Kurven) bei einem radialen Abstand von
r =1 AU iiber der Zeit aufgetragen. Besondere Bedeutung kommt dem Maximum in der om-
nidirektionalen Intensitét zu, dessen Zeitpunkt durch eine vertikale gestrichelte Linie gekenn-
zeichnet ist. Zusétzlich sind die M,,s-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 der Losung der vollstdndigen
stationédren PDGI (5.4) als horizontale gestrichelte Linien eingezeichnet. Die Ausbreitungszeit
der Teilchen betrégt 1.3 AU/h, das entspricht Protonen mit einer Energie von 16 MeV. Die
Teilchen werden in der Néhe der Sonne mit einem Reid-Axford-Profil (vgl. Abbildung 3.5)
mit den Parametern t4 = 0.5 h und ¢ty = 2 h injiziert. Die radiale mittlere freie Wegléinge
betragt dabei in Abbildung 5.10 A, = 0.1 AU und in Abbildung 5.11 A, = 0.4 AU. Der PWSK
wird als rdumlich konstant angenommen mit den Parametern ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0.

Betrachtet man zunéchst die Kurven der zeitabhéngigen und der stationdren Losung
der Abbildung 5.10, so zeigt sich deutlich, dal diese sich zum Zeitpunkt des Maximums
schneiden. Die Ms- und My-Koeffizienten der zeitabhingigen Losung weisen eine deutliche
Zeitabhéngigkeit auf und stimmen nur zum Zeitpunkt des Maximums mit den Ms- und My-
Koeffizienten der stationdren Losung iiberein. Fiir den Mjz-Koeffizienten ergibt sich hingegen
eine sehr geringe Zeitabhéngigkeit, so dafl der zeitabhéngige und der stationéire Msz-Koeffizient
iiber einen groflen Zeitbereich um das Maximum tibereinstimmen.
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Abbildung 5.10: Die omnidirektionale Intensitit gg und die M,,-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4

(durchgezogene Kurven) sind bei einem radialen Abstand von r = 1 AU
tiber der Zeit aufgetragen. Zusétzlich sind die M,s-Koeffizienten der Losung
der vollstdndigen stationdren PDGI (5.4) (gestrichelte horizontale Linien)
und der Zeitpunkt des Intensitéitsmaximums (gestrichelte vertikale Linie)
dargestellt. Die radiale mittlere freie Wegliange betragt A, = 0.1 AU, das
Reid-Axford-Injektionsprofil hat die Parameter ¢4 = 0.5 h und ¢ty = 2 h, der
PWSK wird durch die Parameter ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0 bestimmt.
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Abbildung 5.11: Die omnidirektionale Intensitét gg und die M,-Koeflizienten mit n = 2, 3, 4
(durchgezogene Kurven) sind bei einem radialen Abstand von r = 1 AU
tiber der Zeit aufgetragen. Zusétzlich sind die M,s-Koeffizienten der Losung
der vollstdndigen stationdren PDGI (5.4) (gestrichelte horizontale Linien)
und der Zeitpunkt des Intensititsmaximums (gestrichelte vertikale Linie)
dargestellt. Die radiale mittlere freie Wegldnge betragt A, = 0.4 AU, das
Reid-Axford-Injektionsprofil hat die Parameter t, = 0.5 h und ¢ty = 2 h, der
PWSK wird durch die Parameter ¢ = 1.6, H = 0 und 6 = 0 bestimmt.
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In Abbildung 5.11 hingegen ist die radiale mittlere freie Wegldnge mit A, = 0.4 AU bereits
so groB, daf} sich das Maximum im g¢-Koeffizienten noch im Einfluflbereich der Einschwing-
phase befindet. Die zeitlichen Anderungen der Legendre-Koeffizienten g, mit n > 1 sind
dementsprechend grofler, so dafl die diffusive Ndherung ungenauer wird. Die Schnittpunkte
der durchgezogenen und der gestrichelten Kurven sind daher nicht zeitgleich mit dem Zeit-
punkt des Maximums, befinden sich aber immer noch in dessen unmittelbarer Umgebung.
Der M;s-Koeflizient verhélt sich auch in diesem Beispiel nahezu zeitunabhéngig, hat aber
einen von der stationédren Losung verschiedenen Wert.

Es stellt sich nun die Frage, weshalb dieser zunéchst empirisch von KRAHMANN [1991]
gefundene Zusammenhang zwischen den M,,-Koeffizienten der zeitabhéngigen und der zeit-
unabhéngigen Losung zum Zeitpunkt des Maximums besteht. Die PDGIs (5.3) und (5.4)
unterscheiden sich nur durch die zeitlichen Ableitungen des isotropen und des anisotropen
Anteils. Nun verschwindet im Maximum des isotropen Anteils (g bzw. des go-Koeffizienten
die entsprechende zeitliche Ableitung identisch:

9%

o =0 (5.20)

t=tmax
Die Nidherung beschriankt sich daher zum Zeitpunkt des Maximums nur auf die zeitliche
Ableitung des anisotropen Anteils (7, die nicht identisch verschwindet, wie man an den von
null verschiedenen Steigungen der M,,-Koeffizienten zum Zeitpunkt des Maximums erkennen
kann. Ist die Streuung im Verhéltnis zur Fokussierung stark, so ist die zeitliche Ableitung des
anisotropen Anteils klein. Fiir kleine mittlere freie Weglédngen ist die stationdre PDGI (5.4)
damit eine sehr gute Ndherung der zeitabhingigen PDGI (5.3). Dies gilt aber nur fiir den
anisotropen Anteil der Losung.

Verstindlich wird dies, wenn man sich bewufit macht, dafl zum Zeitpunkt des Maxi-
mums quasistationére Verhéltnisse vorherrschen. Fiir die identisch verschwindende zeitliche
Ableitung des isotropen Anteils (y zum Zeitpunkt des Maximums folgt aus der Kontinuitéts-
gleichung (2.61) eine raumlich konstante Stromdichte. Mathematisch gesehen handelt es sich
hierbei nur um den Ort, an dem sich der Beobachter gerade befindet. Fiir starke Streuung
und/oder eine langanhaltende Injektion sind die rdumlichen Gradienten aber nicht allzu grof,
so dafl man auch noch in der Umgebung dieses Punktes von quasistationéren Verhéltnissen
sprechen kann. Hat diese Umgebung der quasistationéren Verhéltnisse schliefSlich die Grofe
der lokalen Umgebung, auf der sich der anisotrope Anteil {; auf die lokalen Ausbreitungsbe-
dingungen einstellt, so entspricht der anisotrope Anteil am Ort des Beobachters zum Zeit-
punkt des Maximums dem anisotropen Anteil fiir stationére Verhéltnisse. Der isotrope Anteil
(o stellt sich hingegen auf viel zu grofien rdumlichen Skalen ein, als daf§ in einer so groflen
Umgebung quasistationére Verhiltnisse vorherrschen konnten (es sei denn, die Streuung ist
extrem grof}).

Vergleicht man noch einmal die Ms- und M4-Koeffizienten der zeitabhéingigen Losungen in
Abbildung 5.10 und 5.11 zum Zeitpunkt des Intensitdtsmaximums miteinander, so werden die
unterschiedlichen Steigungen der M,,-Koeffizienten in Abhéngigkeit von der mittleren freien
Wegliange deutlich. In Abbildung 5.11, d. h. bei einer radialen mittleren freien Weglénge von
Ar = 0.4 AU, ist die Steigung sehr grof}, und der Funktionsverlauf nimmt in der zeitlichen
Umgebung des Intensitdtsmaximums einen nichtlinearen Verlauf an. Mittelt man nun die
M- und My-Koeffizienten iiber einen Zeitraum von beispielsweise zwei Stunden, was bei
der typischen Zeitauflosung der Heliosdaten des E6-Experimentes von 15 Minuten nur acht
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Datenpunkten entspricht, so entsprechen die gemittelten Ms- und My-Koeffizienten nicht
den stationdren Ms- und My-Koeffizienten. Eine Mittelung der Daten bietet sich aber aus
verschiedenen Griinden an. So wird zum einen die Zahlstatistik verbessert, und zum anderen
ist es bei realen solaren Ereignissen duflerst schwierig, den genauen Zeitpunkt des Maximums
zu bestimmen. Dieses Problem verschérft sich noch, wenn die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Teilchen zunimmt, da in diesem Fall das gesamte Zeitprofil des Ereignisses gestaucht
wird. Wird dies nicht durch eine feinere Zeitauflosung der Mefidaten kompensiert, so wird es
schwierig, den genauen zeitlichen Verlauf des gg-Koeffizienten und der M,,-Koeffizienten zu
verfolgen. Eine hohere Zeitauflosung bedeutet aber wiederum eine schlechtere Zahlstatistik,
so dafl es auch hier Beschrinkungen durch den Melaufbau gibt.

Zusammenfassend kann man daher sagen, dafl es bereits bei einer radialen mittleren freien
Weglénge von A\, = 0.4 AU bei einem radialen Abstand von r = 1 AU schwierig wird, die Aus-
breitungsbedingungen aus den M,,-Koeflizienten zum Zeitpunkt des Intensitdtsmaximums zu
ermitteln. Dabei ist zu bedenken, dafl der Zusammenhang zwischen den M, s-Koeffizienten
der stationédren Losung und den M,-Koeffizienten der zeitabhéingigen Losung zum Zeitpunkt
des Intensitédtsmaximums erst von KRAHMANN [1991] in dieser Deutlichkeit erkannt und
von HATZKY AND WIBBERENZ [1995] bestétigt worden ist. Dementsprechend ergeben sich
bei den Auswertungen von BEECK [1983], BEECK AND WIBBERENZ [1986], BEECK [1987],
BEECK AND WIBBERENZ [1987], BEECK AND WIBBERENZ [1990] und BIEBER, EVENSON,
AND POMERANTZ [1986] Ungenauigkeiten bei der Auswertung. Wie grof diese Ungenauigkei-
ten im einzelnen sind, ist natiirlich von der mittleren freien Weglédnge und der Zeitdauer der
Injektion abhéngig. So ist z. B. im Fall der Untersuchung der Langzeitvariation von Teilchen
mit einer Steifigkeit von 10 GeV, wie sie von BIEBER AND POMERANTZ [1985] vorgenommen
wird, die Annahme von stationéren Verh#ltnissen durchaus gerechtfertigt. Das gleiche gilt fiir
die von BEECK AND WIBBERENZ [1986] untersuchten Elektronen eines solaren Ereignisses
mit dem kleinen Verhéltnis \;|/L = 0.09 (siehe auch Abschnitt 5.3).

Zieht man noch die bereits in Abschnitt 5.3 gewonnenen Erkenntnisse iiber den Néhe-
rungscharakter der diffusiven Néherung hinzu, so ist abschlieend zu bemerken, daf3 die dif-
fusive Néherung nur bei (sehr) kleinem Verhéltnis \/L oder bei einer langandauernden
Injektion und groflem radialen Abstand zum Zeitpunkt des Maximums der omnidirek-
tionalen Intensitdt zu verwenden ist. Sind diese Bedingungen nicht gegeben, so stellt die
diffusive Néherung eine grobe Nadherung dar, die zu von der Realitéit stark abweichenden
Ergebnissen fithren kann.



Kapitel 6

Die Auswertung der Mefldaten

In diesem Kapitel wird zunéchst ein Auswertungsverfahren vorgestellt, das es ermoglicht, mit
Hilfe der numerisch berechneten Losungen der vollsténdigen stationdren Transportgleichung
die Ausbreitungsparameter fiir die in Anhang E aufgelisteten solaren Ereignisse zu bestim-
men. Eine Ndherung der Losungen der Transportgleichung, wie z. B. die im vorhergehenden
Kapitel diskutierte diffusive Ndherung, wird dabei nicht vorgenommen. Anschlieend werden
die so bestimmten Ausbreitungsparameter mit bereits publizierten Ergebnissen verglichen
und hinsichtlich ihrer Bedeutung diskutiert.

6.1 Bestimmung von Zeitreihen der Ausbreitungsparameter

Aus den Abschnitten 5.3 und 5.4, in denen die diffusive Ndherung der Transportgleichung
besprochen worden ist, folgt, dafl es nicht moglich ist, ein Auswertungsverfahren anzugeben,
welches Zeitreihen der Ausbreitungsparameter A /L, ¢, H und ¢ fiir beliebige Verhiltnisse
Al /L liefert. Dennoch ist es unter sehr einschrénkenden Bedingungen zumindest moglich, aus
dem M3-Koeffizienten eine Zeitreihe des Diffusionswiderstandes (siehe Gleichung (3.53)) in
der Umgebung von p = 0 zu gewinnen. Als Ma$ fiir den Diffusionswiderstand, der durch die
Breite und die Tiefe des “resonance gap” bestimmt wird, wird dabei der ¢-Parameter des
Standardmodells verwendet, der, wie in Abschnitt 5.3.3 gezeigt wurde, in engem Zusammen-
hang mit dem H-Parameter steht. Es geht somit um den Teilchenstrom, der sich durch das
“resonance gap” hindurch einstellt.

Die einschridnkenden Bedingungen ergeben sich zum einen durch den Giiltigkeitsbereich
der Niherung der Losung der gendherten PDGI (5.5), wie in Abbildung 5.6 zu erkennen ist.
Beschrénkt man sich auf kleine Verhiltnisse \;|/L und groBe radiale Absténde, dann ist es
moglich, den stationédren Mss-Koeffizienten durch

J3s 7@ -1

My, = 25 = L1 6.1
5T g 3G—6 (6.1)

zu beschreiben. Selbst eine geringe Polarisation des Magnetfeldes, d. h. 6 # 0, wiirde an der
Giltigkeit dieser N#herung nichts &ndern, wie aus den Gleichungen (A.13) und (A.15) im
Anhang A hervorgeht.

Zum anderen muf} man der Tatsache Rechnung tragen, daf§ die M,,-Koeffizienten nicht
zeitlich konstant sind, so dafl im allgemeinen die M,,-Koeffizienten zu beliebigen Zeiten ¢ nicht
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mit den stationdren M, -Koeffizienten iibereinstimmen:
My () # My (6.2)

Lediglich der M3-Koeffizient zeigt bei kleinem Verhéltnis A, /L iiber einen grofien Zeitbereich
ein nahezu zeitunabhéngiges Verhalten, wie in der Abbildung 5.10 zu erkennen ist. Fiir das
Standardmodell 1dft sich somit fiir groBe radiale Abstéinde und kleine Verhéltnisse A /L mit
Hilfe der Gleichung (6.1) im Zeitbereich nach der Einschwingphase folgender Zusammenhang
herstellen:

6Ms — L
q(t) = ——= (6.3)
Ms — 1

Betrachtet man die im Anhang E aufgefiihrten solaren Ereignisse, so stellt man fest, dafl
nur sehr wenige Ereignisse den oben genannten Auswahlkriterien geniigen: Ist das Verhéltnis
Al /L grof}; so sind die PWVs gebiindelt, und es lassen sich die M,,-Koeffizienten iiber einen
groflen Zeitbereich mit einem geringen statistischen Fehler berechnen. Ein grofles Verhéltnis
A/ L verletzt aber die Auswahlkriterien. Ist das Verhéltnis A, /L hingegen klein und somit
konform mit den Auswahlkriterien, so sind die PWVs nicht gebiindelt genug, um den sta-
tistischen Fehler klein genug zu halten. Lediglich fiir den E03-Kanal des solaren Ereignisses
vom 27. Juli (doy! 208) 1975 auf HELIOS 1 ergibt sich eine radiale mittlere freiec Weglinge
von Ay = 0.125 AU (siehe Anhang E). Der radiale Abstand betrigt » = 0.86 AU; auflerdem
ist eine ausreichende Statistik vorhanden, um eine Zeitreihe des ¢-Parameters berechnen zu
konnen.

In Abbildung 6.1 sind analog zu den Abbildungen 5.10 und 5.11 die omnidirektionale
Intensitét gop und die M,,-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4 (durchgezogene Kurven) iiber der Zeit
aufgetragen. Die gestrichelten horizontalen Linien geben die M ,s-Koeffizienten mit n =2, 3, 4
an, die sich aus der Anwendung des steady-state-Theorems aus Abschnitt 2.2.3 ergeben. Deut-
lich ist zu erkennen, wie der statistische Fehler zu Beginn des Ereignisses geringer wird, um
dann im Verlauf der Zeit allméhlich wieder anzusteigen. Es zeigt sich dabei, daf} der statisti-
sche Fehler mit steigender Ordnung der M, -Koeffizienten ebenfalls ansteigt. Dies ist durch
die mittelnden Effekte der Sektoren und des Offnungswinkels des Detektorteleskops bedingt,
die sich um so stérker bemerkbar machen, je feiner die pitchwinkelabhéngigen Strukturen der
PWYV aufgelost werden. Am stérksten machen sie sich beim hier gezeigten My-Koeffizienten
bemerkbar, der die feinsten Strukturen der PWV auflost.

Zusiétzlich ergibt sich fiir den My-Koeffizienten das Problem, dafl der g4-Koeffizient, zu
dem der My-Koeffizient proportional ist, nur indirekt aus den acht Sektormefiwerten ermittelt
werden kann. Nur unter der Annahme, dafl die Umlaufwinkelverteilung I(«) in der Sektorebe-
ne hinreichend symmetrisch ist und nicht in der unmittelbaren Umgebung einer Sektorgrenze
liegt, kann der g4-Koeffizient aus den acht Sektormittelwerten rekonstruiert werden (siehe
GREEN [1992], S. 17f; HaTzky [1993], S. 39ff.). Fiir die Darstellung des My-Koeffizienten
werden daher zwei Symbole gewéhlt: Kreise fiir eine vollstdndige Rekonstruktion fern einer
Sektorgrenze, Sterne fiir eine unvollsténdige Rekonstruktion in der N#he einer Sektorgrenze.
Wie das Verhéltnis zwischen Kreisen und Sternen fiir ein bestimmtes solares Ereignis ist,
héingt stark von der Lage der Magnetfeldrichtung ép zu den Sektorgrenzen ab. Liegt z. B.
die Magnetfeldrichtung auf einer Sektorgrenze der Sektorebene und veréndert sie ihre Lage

ldoy = day of year
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Abbildung 6.1: Die omnidirektionale Intensitit gg und die M,-Koeffizienten mit n = 2, 3, 4
(durchgezogene Kurven) des E03-Kanals vom 28. Juli (doy 209) 1975 auf
HELIOS 1 sind bei einem radialen Abstand von r = 0.86 AU iiber der
Zeit aufgetragen. Die mit Hilfe des steady-state-Theorems berechneten M-
Koeffizienten sind als gestrichelte horizontale Linien eingezeichnet. Zus#tz-
lich ist im unteren Teil der Abbildung der aus Gleichung (6.3) berechnete
g-Parameter dargestellt.
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wihrend des Ereignisses nur geringfiigig, so ist der g4-Koeffizient wihrend grofier Zeitbereiche
nicht zu bestimmen.

Zu diesen durch den Mefprozefl hervorgerufenen Problemen bei der Rekonstruktion des
gs-Koeflizienten kommt noch die Tatsache, dafl der g4-Koeffizient nach der Transportglei-
chung (2.58) fiir typische Ausbreitungsbedingungen relativ zu den anderen Legendre-Ko-
effizienten nur einen sehr kleinen Betrag aufweist, wie man z. B. anhand der Gleichun-
gen (A.12)—(A.16) im Anhang A iiberpriifen kann. Aus diesen Griinden wird im weiteren
Verlauf der Arbeit von einer Auswertung des g4-Koeffizienten bzw. der direkt damit verbun-
denen Groflen, dem My-Koeffizienten und der Anisotropie vierter Ordnung &4, abgesehen.
Nach Abschnitt 5.3.3 bedeutet dies jedoch, dafi die Breite des “resonance gap” nicht be-
stimmt werden kann.

Vergleicht man qualitativ den zeitabhéngigen Verlauf der Ms- und M;z-Koeffizienten in
dem Bereich, in dem die statistischen Fehler gering sind, mit der numerischen L&sung der
zeitabhéngigen Transportgleichung in Abbildung 5.10, so wird deutlich, daf} die gemessenen
Ms- und M3-Koeffizienten zeitlichen Schwankungen unterliegen. Diese zeitlichen Schwankun-
gen sind deutlich grofler als der statistische Mefifehler und miissen daher ihre Ursache in den
sich am Mefort mit der Zeit &ndernden PWVs haben.

Wie bereits in Abschnitt 2.1.1 erwahnt, breiten sich die energiereichen Teilchen entlang
des interplanetaren Magnetfeldes aus, das die Form einer korotierenden Archimedischen Spi-
rale hat. Diese korotierende Bewegung wird aber von dem Raumfahrzeug — sieht man von
seiner Eigenbewegung ab — nicht mitvollzogen, so daf§ das Raumfahrzeug nicht auf derselben
Magnetfeldlinie fixiert bleibt, entlang welcher sich die Teilchen in idealisierter Weise in Form
einer Fluirohre ausbreiten. Das Mefinstrument tastet somit im Laufe der Zeit die PWVs von
unterschiedlichen Flufiréhren ab. Dabei kénnen die Ausbreitungsbedingungen entlang einer
bestimmten Flufirohre zeitlich konstant sein, so dafl die Annahme eines zeitlich konstanten
Fokussierungs- und Streuterms in der Transportgleichung (2.58) gerechtfertigt bleibt. Man
konnte in diesem Fall von einer “Streifigkeit” des Magnetfeldes sprechen, da die Ausbreitungs-
bedingungen innerhalb einer Flufirohre konstant sind, sich aber von Flufirohre zu Flufiréhre
dndern.

Neben der Geschwindigkeit der Korotation v, ist noch die radiale Sonnenwindgeschwin-
digkeit von vy, = 400 km/s zu beriicksichtigen, mit welcher die nach dem magnetostatischen
Bild im interplanetaren Plasma eingefrorenen Magnetfeldfluktuationen iiber den Beobach-
ter hinweggetragen werden. Das Verhiltnis dieser beiden Geschwindigkeiten betridgt nach
Gleichung (2.9):

Yo _ Br=—-1.073 AU ! .r
Vsw

und ist damit vom Radius r abhéngig.? Die Tatsache, daf sich der Beobachtungsort gegeniiber
den Magnetfeldfluktuationen auch in radialer Richtung #ndert, diirfte jedoch auf die gemes-
senen PWVs keinen groflen Einfluf} haben, da sich diese auf die Ausbreitungsbedingungen
in der lokalen Umgebung einstellen (siche Abschnitt 5.2). Durch die Mittelung der Teilchen
iiber die Ausbreitungsbedingungen in der lokalen Umgebung innerhalb einer Fluiréhre kann
somit nicht direkt von den PWVs auf die Ausbreitungsbedingungen am MeBort geschlossen
werden. Ob die rdumliche Struktur des Magnetfeldes der eines “Schachbretts” dhnelt, kann

2Fiir einen radialen Abstand von r = 1 AU sind damit beide Geschwindigkeitskomponenten in etwa gleich;
fiir das Perihel der HELIOS-Satelliten von » = 0.3 AU ist die Sonnenwindgeschwindigkeit um den Faktor ~ 3
grofler als die Geschwindigkeit der Korotation.
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nicht direkt iiberpriift werden, da die lokale Umgebung mit ~ 0.1 AU, verglichen mit der
Strecke von = 0.01 AU, die der Beobachter relativ zu den Magnetfeldfluktuationen innerhalb
von einer Stunde zuriicklegt, relativ grofl ist. Betrachtet man den Ms- und M3-Koeffizienten,
so stellt man fest, dal dieser aber schon innerhalb der Zeitauflésung von 15 Minuten deutliche
Verédnderungen aufweist.

Die zeitlichen Anderungen der M- und Ms-Koeffizienten sind somit zusitzlich zu den
sich aus den numerischen Losungen der Transportgleichung langfristig ergebenden zeitlichen
Trends von kurzfristigen zeitlichen Anderungen iiberlagert, die nicht durch den statistischen
Fehler begriindet werden kénnen. Diese kurzfristigen zeitlichen Anderungen sind héchstwahr-
scheinlich dadurch bedingt, daf§ der Beobachter im Laufe der Zeit die PWVs unterschiedli-
cher Flufirohren mif3t, in denen unterschiedliche Ausbreitungsbedingungen vorherrschen und
stellen somit einen Beleg fiir die “Streifigkeit” des Magnetfeldes dar. Leider 148t das Zeitver-
halten des Ms-Koeffizienten keine Rekonstruktion der Ausbreitungsbedingungen zu. Nimmt
man jedoch an, dafl trotz der unterschiedlichen Ausbreitungsbedingungen in den benach-
barten FluBrohren das Verhéltnis \|/L klein bleibt, so kann mit Hilfe der Gleichung (6.3)
eine Zeitreihe des ¢-Parameters berechnet werden, die im unteren Teil der Abbildung 6.1
dargestellt ist. Dabei zeigt sich, dafl die so bestimmten ¢-Werte im Mittel um den ¢-Wert
schwanken, der sich aus dem nach dem steady-state-Theorem berechneten M3ss-Koeffizienten
ergibt. Bei grofler Unsicherheit des ¢-Parameters wurde von einer Berechnung abgesehen. Die
aus den Mog- und Mss-Koeffizienten bzw. den stationéren Anisotropien &,s mit n =1, 2, 3 be-
stimmten Ausbreitungsparameter sind somit als iiber das jeweilige Ereignis gemittelte Grofien
aufzufassen.

Die eigentlichen Grofien, iiber die integriert wird, sind jedoch nach dem steady-state-
Theorem die Legendre-Koeffizienten. Dies bedeutet aber, daf3 die Mittelung gewichtet mit
dem Betrag der Legendre-Koeffizienten erfolgt und die Zeitbereiche um die Maxima der
Legendre-Koeffizienten im wesentlichen zum iiber die Zeit aufintegrierten Legendre-Koeffi-
zienten g,s beitragen. Als Folge davon stimmt der Mag-Koeffizient in Abbildung 6.1 eher mit
den Msy-Werten zu Anfang des Ereignisses iiberein, da diese geringe Fehlerbalken aufweisen
und somit auf Legendre-Koeffizienten schlieflen lassen, die vom Betrag her grof3 sind. Die An-
wendung des steady-state-Theorems, das strenggenommen nur fiir die zeitliche Abfolge der
Legendre-Koeffizienten einer bestimmten Flufirohre gilt, kann unter der Annahme, dafl sich
die Ausbreitungsbedingungen in dem Zeitbereich um die Maxima der Legendre-Koeffizienten
nicht allzu stark &ndern, weiterhin gerechtfertigt werden.

Neben der Tatsache, dafl die ¢-Werte um einen Mittelwert schwanken, wére es natiirlich
von Interesse, die einzelnen ¢-Werte mit den gleichzeitig gemessenen Magnetfeldspektren zu
vergleichen. Leider erlaubt es die geringe Zeitauflosung der Magnetfelddaten in dem ent-
sprechenden Zeitbereich nicht, aussagekriftige Magnetfeldspektren zu bestimmen. Das Ma-
gnetfeld kann lediglich dazu verwendet werden auszuschlieflen, dafl es sich bei der zeitlichen
Abfolge von ¢-Werten um einen Effekt handelt, der auf starke Richtungsédnderungen des
Magnetfeldes zuriickzufiihren ist, die eine korrekte Rekonstruktion der PWVs aus den Sek-
tormittelwerten verhindern wiirden.
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6.2 Die Bestimmung der globalen mittleren freien Weglinge

Im vorhergehenden Abschnitt sind noch einmal die restriktiven Bedingungen deutlich ge-
worden, die die Verwendung der diffusiven Nédherung zur Bestimmung der Ausbreitungsbe-
dingungen erschweren. In der Praxis zeigt sich, dafl nur sehr wenige solare Ereignisse des
Datensatzes des E6-Experiments auf den HELIOS-Satelliten die Voraussetzungen erfiillen,
um mit einer Methode ausgewertet zu werden, die auf der diffusiven Né&herung beruht. Da-
von abgesehen ist eine Bestimmung der globalen mittleren freien Wegléinge ohnehin nicht
mit der diffusiven Ndherung zu bewerkstelligen, wie in Abschnitt 5.2.2 bereits gezeigt wur-
de. In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, die radiale mittlere freie Wegléange
Ay mit Hilfe von numerischen Losungen der vollstdndigen stationéren Transportgleichung zu
bestimmen.

6.2.1 Die herkommliche Methode des Fittens

Mifit man Zeitprofile der omnidirektionalen Intensitét go und der Anisotropie erster Ordnung
&1 = g1/go eines solaren Ereignisses an einem bestimmten Ort, so kénnen diese dazu genutzt
werden, die radiale mittlere freie Wegléinge A, und die Dauer der Injektion zu bestimmen
(siche SCHULZE, RICHTER, AND WIBBERENZ [1977]). Dies soll im folgenden versténdlich
gemacht werden.

Die omnidirektionale Intensitét gg und der g1-Koeflizient sind in ihrem zeitlichen Verlauf
beide von dem Injektionsprofil abhéngig (vgl. SCHLUTER [1985], S. 20). Dabei kommt es
auBerdem darauf an, wie die Streuung raumlich verteilt ist. Liegen z. B. Bereiche mit starker
Streuung zwischen der Quelle und dem Beobachter, so wirken diese wie Zwischenspeicher,
die die Teilchen iiber einen ldngeren Zeitraum allmé&hlich wieder abgeben. Eine urspriinglich
6-formige Injektionsfunktion wird dabei stark aufgeweitet. Die Zeitprofile sowohl des gg- als
auch des g1-Koeffizienten sind somit globale Groflen, die vom raumlichen Verlauf der Streu-
ung \||(s) bzw. A;(r) abhéingig sind. Die Abhéngigkeit von der Form des PWSK ist hingegen
nur schwach, wie man schon aus den stationéren Legendre-Koeffizienten gos und gis anhand
der Tabelle 5.1 in Abschnitt 5.3.2 schlieBen kann.? Die in Tabelle 5.1 aufgefiihrten Abhingig-
keiten von den Ausbreitungsparametern gelten strenggenommen nur fiir kleine Verhéltnisse
A/L < 1, behalten aber auch fiir groflere Verhiltnisse \|/L ~ 1 qualitativ ihre Giiltigkeit,
wie eigene numerische Berechnungen gezeigt haben.

In den go- und g1-Koeffizienten steckt somit Information iiber die Injektionsfunktion und
den rdumlichen Verlauf des Verhiltnisses ), /L, das sich fiir den Fall, dafl man eine durch die
Archimedische Spirale des interplanetaren Magnetfeldes bestimmte Fokussierungslénge an-
nimmt, auf den rdumlichen Verlauf von A reduziert. Es bleibt noch zu kléren, inwieweit die
Einfliisse der Injektionsfunktion und des rdumlichen Verlaufes der Streuung auf die gemes-
senen go- und g-Koeffizienten an einem Ort voneinander separiert werden konnen. Benutzt
man die weit verbreitete Methode des Anpassens (Fitten) der numerischen Losung an die
Zeitprofile der omnidirektionalen Intensitit gg und der Anisotropie &1, so stellt man fest, daf3
die Injektionsfunktion und die radiale Abhéngigkeit der Streuung nicht eindeutig voneinander

3Die Anforderungen an ein numerisches Differenzenschema zur Losung der Transportgleichung sind weniger
hoch, wenn man nur die go- und gi-Koeflizienten betrachtet, da es sich hierbei um relativ grobe Gréflen der
PWVs handelt, die von den Details der PWVs, welche von der Form des PWSK geprigt werden (siehe
Abschnitt 5.3.1), kaum beeinflufit werden.
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zu trennen sind. Dies ist selbst dann nicht moglich, wenn man sich auf ein einfaches Injek-
tionsprofil, wie z. B. das Reid-Axford-Profil (siehe Gleichung (3.91)) und eine funktionale
Abhéngigkeit der radialen mittleren freien Weglénge A, in Form eines Potenzgesetzes (siehe

Gleichung (2.26))
v ()

beschrankt. Man kann lediglich gewisse Kombinationen von Injektionsfunktione und radialen
Abhéngigkeiten der mittleren freien Weglénge A, als nicht konsistent mit den gemessenen
Zeitprofilen ausschlieBen. Gelingt es jedoch, aus anderer Quelle Information {iber die Injek-
tionsfunktion oder die radiale Abhéngigkeit der mittleren freien Weglénge A, zu gewinnen,
dann sollte es moglich sein, die verbleibenden Parameter aus dem Fit zu bestimmen.

In der Literatur gibt es verschiedene Angaben fiir den Exponenten b des Potenzgesetzes
der radialen mittleren freien Weglinge. BEECK [1987] bzw. BEECK ET AL. [1987] unter-
suchen zwei solare Ereignisse, die auf unterschiedlichen Raumfahrzeugen (HELIOS 1 und 2,
ISEE 1 und Voyager 1) in einem radialen Bereich von r = 0.7 bis 1.9 AU gemessen wurden.
Fiir das Ereignis vom 22. November 1977 erhalten sie den Wert b = 0.7 und fiir das Ereignis
vom 27. Dezember 1977 den Wert b = 0.5. Die Raumfahrzeuge befinden sich wihrend der
beiden solaren Ereignisse nicht auf derselben Feldlinie, so dafi Annahmen {iber die Injektions-
funktion und iiber die Ausbreitungsbedingungen in verschiedenen Flufir6hren notwendig sind.
Zusitzlich gibt BEECK [1987] einen Wert von b = 0.35 an, den er aus dem Ms-Koeffizienten
der PWVs verschiedener auf HELIOS 1 und 2 gemessener solarer Ereignisse berechnet hat.
Hierbei ist jedoch zu bemerken, dafl er die diffusive Ndherung verwendet, so dafl es speziell
bei der Niherung der zeitabhéngigen Transportgleichung zu Ungenauigkeiten kommt (siehe
Abschnitt 5.4). Desweiteren bestimmt HAMILTON [1977] einen Wert von b = 0.4 + 0.2, in-
dem er die Intensitétsprofile von vier verschiedenen solaren Ereignissen auf Pioneer 10 und
11 auswertet. Es handelt sich dabei um Protonen im Energiebereich von 11 bis 67 MeV, die
bei radialen Abstéinden von 1 bis 6 AU gemessen wurden. ZWICKEL AND WEBBER [1977]
analysieren hingegen nicht einzelne Ereignisse, sondern ermitteln aus einer ganzen Reihe von
verschiedenen Protonenereignissen im Energiebereich von 4 bis 26 MeV, die bei einem ra-
dialen Abstand von 1 bis 5 AU auf Pioneer 10 und 11 gemessen wurden, einen statistischen
Mittelwert von b = 0.0£0.2. Bei der Auswertung in dieser Arbeit kommt es ebenfalls mehr auf
statistische Aussagen iiber die Ausbreitungsparameter an als darauf, fiir individuelle Ereig-
nisse die vorherrschenden Ausbreitungsbedingungen moglichst gut zu bestimmen. Aus diesem
Grund wird fiir den b-Parameter ebenfalls ein Wert von b = 0 angenommen, da die Aussage
von ZWICKEL AND WEBBER [1977] auf der Auswertung eines statistischen Ensembles von
mehr als zehn solaren Ereignissen beruht. Dies steht auch in Ubereinstimmung mit KALLEN-
RODE [1993], der es mit der Annahme b = 0 gelingt, eine ganze Reihe von solaren Ereignissen
auf HELIOS 1 und 2 in ihrem zeitlichen Verlauf zu fitten, womit zumindest die Konsistenz
der Annahme mit den Meflwerten iiberpriift ist.

Der Prozefl des Fittens der numerischen Losungen an die gemessenen Zeitprofile der om-
nidirektionalen Intensitéit gg und der Anisotropie & ist eine miihselige Prozedur, da immer
neue Kombinationen von Injektionsfunktionen und radialen mittleren freien Weglédngen aus-
probiert werden miissen. Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Reid-Axford-Profil bedeutet
dies, daf8 die Transportgleichung (2.58) in einem iterativen ProzeB immer wieder fiir unter-
schiedliche Parameter ¢, ty und A; gelost werden mufl. Nach wieviel Iterationsschritten es zu
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einer guten Ubereinstimmung zwischen den MeBdaten und der numerischen Losung kommt,
héngt entscheidend von der Erfahrung der Person ab, die das Fitten durchfiihrt. Dabei stellt
sich die Frage, ob es moglich ist, die oben genannten Parameter eindeutig zu bestimmen,
selbst wenn man die radiale Abhéngigkeit der mittleren freien Wegldnge A, korrekt vorgibt.

6.2.2 Bestimmung von A\, aus den stationdren Anisotropien &g

Das eben angesprochene Problem kann umgangen werden, indem man das steady-state-
Theorem aus Abschnitt 2.2.3 verwendet. Die so bestimmte station&re Anisotropie erster
Ordnung &5 ist unabhéingig von der Injektionsfunktion. Bei festgelegtem radialen Verlauf
der Streuung entlang der Magnetfeldlinie ergibt sich damit bei einer bestimmten Sonnen-
windgeschwindigkeit vgy, nur noch eine Abhingigkeit von dem Betrag der radialen mittleren
freien Weglidnge A\, am Beobachtungsort. Fiir die in dieser Arbeit als vom radialen Abstand
unabhéngig angenommene radiale mittlere freie Weglénge, d. h. A\, = const, braucht daher
nur eine Kurvenschar der Anisotropie &1 fiir unterschiedliche A,-Werte in Abhéngigkeit vom
radialen Abstand r berechnet zu werden.

In Abbildung 6.2 ist die stationéire Anisotropie 15 iiber dem radialen Abstand im Be-
reich von r = 0.2 AU bis r = 1.1 AU aufgetragen. Das réumliche Verhiltnis \||/L ist durch
eine als konstant angenommene radiale mittlere freie Weglénge A, und eine durch die Archi-
medische Spirale des interplanetaren Magnetfeldes fiir eine Sonnenwindgeschwindigkeit von
vsw = 400 km /s bestimmte Fokussierungsliange L festgelegt. Die Kurve der Anisotropie €15 mit
dem geringsten Betrag entspricht einer radialen mittleren freien Weglange von A, = 0.05 AU.
In Abstidnden von 0.05 AU folgen dann weitere radiale mittlere freie Wegléngen bis zum ma-
ximalen Wert von A\, = 0.5 AU. Die Form des PWSK, die speziell fiir die kleineren radialen
mittleren freien Weglingen nur einen sehr geringen Einflul auf den Betrag der stationéren
Anisotropie &5 hat, wird durch die Parameter ¢ = 1.6, H = 0 und & = 0 festgelegt.

Diese Art der Darstellung der stationéiren Anisotropie ist bereits in Abschnitt 4.6.2.1
eingefithrt worden. Der Unterschied der Abbildungen 6.2 und 4.10 besteht darin, da} in Ab-
bildung 4.10 nur die Kurven fiir \; = 0.1 AU und A, = 0.4 AU eingezeichnet sind (gestrichelte
Kurven)*. Fiir die stationziren Losungen der Transportgleichung (2.58) ist die Geschwindigkeit
der Teilchen im Gegensatz zu den Losungen der erweiterten Transportgleichng (4.1) ohne Be-
deutung (siche Abschnitt 2.2.4), so daff anhand der Abbildung 6.2 die radialen mittleren freien
Weglédngen fiir alle in Tabelle 1.1 aufgefithrten Energiekanéle des E6-Experiments bestimmt
werden kénnen. Bei der Methode des Fittens miissen hingegen fiir unterschiedliche Geschwin-
digkeiten der Teilchen die entsprechenden numerischen Lésungen berechnet werden, da die
Injektionsfunktion (3.91) mit der Geschwindigkeit zu skalieren ist (siehe Gleichung (2.69)).

Die Bestimmung der radialen mittleren freien Weglénge erfolgt nun im Detail, indem man
zunichst separat iiber die Zeitverldaufe des gg- und gi-Koeffizienten integriert. Ein eventuell
vorhandener Untergrund ist dabei zu beriicksichtigen. Desweiteren darf das solare Ereig-
nis nicht durch eine interplanetare Stofiwelle (Schock) beeinflufit sein, speziell dann nicht,
wenn sich der Einflufl iiber das Maximum der gg- und g;-Koeffizienten erstreckt. Ereignisse

*Vergleicht man die gestrichelten Kurven der Abbildung 4.10 mit den entsprechenden Kurven in Abbil-
dung 6.2, so ergeben sich geringfiigige Unterschiede, die folgende Ursache haben: Die Berechnungen in Ab-
bildung 6.2 sind mit dem GREF-Programm bei einer raumlichen Schrittweite von As = 0.005 AU und einer
dufleren Grenze von sp = 24 AU durchgefiihrt worden. Die Berechnungen in Abbildung 4.10 wurden hingegen
mit dem NGREF-Programm bei einer rdumlichen Schrittweite von As = 0.01 AU und einer dufleren Grenze
von s, = 12 AU durchgefiihrt.



176 KAPITEL 6. DIE AUSWERTUNG DER MESSDATEN

1.8 ¢
T o i
TS0 VN O S S
T T N . ,—. A i
"4 ,,,,,,,,,,,,,,, N e
1.3 P\ NN\ N B
o N N
T T o N e s s
T SN T T N ST G S S N N R S
0.9 Fv N NN SN T
08 [
0.7 F
06 F St S ™S S T e L T T
05 ForiSe S T T e N0

N\
04 L0
0.3
0.2
0.1 F

02 03 04 05 06 07 08 09 : 1.1

r/AU

Abbildung 6.2: Die stationére Anisotropie &1 ist fiir unterschiedliche als konstant angenom-
mene radiale mittlere freie Weglédngen A, {iber dem radialen Abstand auf-
getragen. Die Abstufung der radialen mittleren freien Weglédngen erfolgt in
Schritten von 0.05 AU mit einem minimalen Wert von A, = 0.05 AU (untere
durchgezogene Kurve) und einem maximalen Wert von A\, = 0.5 AU (obere
gestrichelte Kurve). Die Sonnenwindgeschwindigkeit betrigt vsy, = 400 km/s;
der PWSK hat die Parameter § = 1.6, H =0 und 6 = 0.
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mit Datenliicken in der Nihe des Maximums oder starkem Ubersprechen zwischen den ver-
schiedenen Energiekanélen sind ebenfalls auszuschliefen. Mit den so gewonnenen ggs- und
g1s-Koeffizienten kann die stationdre Anisotropie &5 berechnet werden. Da der radiale Ab-
stand r zum Zeitpunkt der Messung bekannt ist, kann die stationdre Anisotropie &15 in die
Abbildung 6.2 eingetragen werden. Der statistische Fehler der stationdren Anisotropie &g
ist dabei in der Regel ohne Bedeutung, da die go- und g;-Koeffizienten {iber das gesamte
Ereignis integriert werden. Ermittelt man nun die Kurve, die dem Meflwert der stationéren
Anisotropie £15 am néchsten ist, so kann man anhand der dazugehorigen radialen mittleren
freien Weglidnge die mittlere freie Wegldnge A, des solaren Ereignisses bestimmen. Fiir ra-
diale mittlere freie Wegléngen von A, < 0.2 AU kann man dabei durch Interpolation der
Kurven den Wert bis auf +0.025 AU genau bestimmen. Fiir grofiere radiale mittlere freie
Weglangen ergibt sich hingegen ein systematischer Fehler des Verfahrens von +0.05 AU, da
die Kurven dichter zusammenriicken, wie man in Abbildung 6.2 erkennen kann. Zusé&tzlich
muf} natiirlich beriicksichtigt werden, wie gut die oben genannten Voraussetzungen (Abwe-
senheit von interplanetaren Stofiwellen, Datenliicken und Ubersprechen) gewihrleistet sind.
Der Fehler ist daher bei entsprechenden Einfliissen abzuschétzen und zum systematischen
Fehler der Methode hinzuzuaddieren.

Wendet man sich noch einmal dem Problem der Beriicksichtigung der Effekte der Kon-
vektion und der adiabatischen Dezeleration zu und vergleicht die durchgezogenen Kurven in
Abbildung 4.10 fiir die Teilchen mit unterschiedlich hohen Geschwindigkeiten mit den Kurven
in Abbildung 6.2, so wird deutlich, dafl bei der Methode der Bestimmung der radialen mittle-
ren freien Weglinge aus Abbildung 6.2 ein systematischer Fehler begangen wird. Die Kurven
der stationéren Anisotropie &1 fiir eine bestimmte radiale mittlere freie Weglénge liegen unter
den Kurven, die man bei der Beriicksichtigung der Konvektion und der adiabatischen Dezele-
ration erhilt. Fiir die radialen mittleren freien Wegléngen werden somit systematisch zu grofle
Werte bestimmt. Wie stark dieser Effekt ist, héngt natiirlich von der Teilchengeschwindigkeit
v und damit von der Energie und der Masse der Teilchen ab. Fiir die Elektronen des E03-
und des E08-Kanals sind die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration dem-
nach zu vernachléssigen. Fiir den Protonenkanal P27 mit der héchsten Energie werden die
radialen mittleren freien Wegldngen um ~ 0.025 AU iiberschétzt, und fiir die a-Teilchen des
A2-Kanals, die von allen Energiekanélen in Tabelle 1.1 die geringste Geschwindigkeit haben,
diirften die radialen mittleren freien Wegléingen um =~ 0.05 AU zu gro8 bestimmt werden.
Dies macht sich besonders dann bemerkbar, wenn die radialen mittleren freien Wegléingen
bereits gering sind (siehe Abschnitt 4.6.2.1).

Eine weitere Unsicherheit bei der Bestimmung kleiner radialer mittlerer freier Weglangen
ergibt sich aus der langen Integrationszeit iiber die Zeitprofile der go- und g¢;-Koeffizienten.
Zum einen kann die Annahme konstanter Ausbreitungsbedingungen iiber so grofie Zeitraume
(sieche Abschnitt 3.3) nicht aufrechterhalten werden, wie bereits in Abschnitt 6.1 bemerkt
wurde. Zum anderen hat der Effekt der Korotation der Archimedischen Spirale noch eine
weitere Auswirkung, da die absolute Grofle der omnidirektionalen Intensitét g, die durch die
Injektionsfunktion bestimmt wird, nicht fiir alle Magnetfeldlinien dieselbe ist. In Abhéngig-
keit vom azimutalen Abstand der Magnetfeldlinie von dem eigentlichen Ort, an dem die
Teilchen beschleunigt wurden, variiert die omnidirektionale Intensitét. Wechselt der Beob-
achter aufgrund der Korotation der Archimedischen Spirale die Magnetfeldlinien, so wird die
gemessene omnidirektionale Intensitédt durch die azimutale Abhéngigkeit der Injektionsfunk-
tion beeinflult, was sich besonders zu spéten Zeiten bemerkbar macht.
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Die Berechnung der stationdren Anisotropie £15 in Abbildung 6.2 wurde unter der An-
nahme gemacht, dafi der rdumliche Verlauf des Verhiltnisses \||/L durch die radial konstante
radiale mittlere freie Weglédnge A\, und durch eine Fokussierungslinge L festgelegt ist, die
durch eine Sonnenwindgeschwindigkeit von vg, = 400 km/s indirekt iiber die Archimedische
Spirale des interplanetaren Magnetfeldes bestimmt ist. Da die Sonnenwindgeschwindigkeit
vsw jedoch in der Realitét von Ereignis zu Ereignis einer gewissen Schwankung unterworfen
ist (siche Anhang E), ist es notwendig, diese Kurvenschar der Anisotropie {15 fiir unter-
schiedliche Sonnenwindgeschwindigkeiten vgy, zu berechnen. Das Verhéltnis A, /L ist zwar bei
einem radialen Abstand von r < 1 AU nur geringfiigig von der Sonnenwindgeschwindigkeit
abhéngig (siehe Abbildung 2.6); dies &ndert sich jedoch mit zunehmendem radialen Abstand.
Fiir die stationdre Anisotropie 15 bedeutet dies eine verstirkte Abhéngigkeit von der Son-
nenwindgeschwindigkeit, da es sich um eine globale Gréfe handelt, die auch von dem radialen
Verlauf des Verhéltnisses \||/L in dem rdumlichen Bereich mit r > 1 AU beeinfluit wird. Zu
diesem Zweck sind im Anhang D ergéinzend die Kurvenscharen der Anisotropie &5 fiir fol-
gende Sonnenwindgeschwindigkeiten aufgetragen: v, = 200 km/s, 300 km/s, 500 km/s und
600 km/s.

6.2.3 Ergebnisse

Die nach dem im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Verfahren bestimmten radialen
mittleren freien Wegléngen A, sind im Anhang E fiir verschiedene solare Ereignisse aufgeli-
stet. Bei der Bestimmung wurde darauf geachtet, dafl die solaren Ereignisse nur in geringem
MaBe von interplanetaren StoSiwellen, Ubersprechen der Teilchen in unterschiedliche Ener-
giekandle und Datenliicken beeinflufit sind. Als Resultat dieser Auswahlkriterien ergeben sich
fir die gesamte Missionsdauer der HELIOS-Satelliten 24 solare Ereignisse, die den strengen
Auswahlkriterien geniigen. Die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration
bleiben unberiicksichtigt und fiihren entsprechend dem Energiekanal, wie im vorhergehen-
den Abschnitt besprochen, zu einer Verringerung der radialen mittleren freien Wegldnge um
maximal ~ 0.05 AU.

6.2.3.1 Vergleich mit den Ergebnissen des Fit-Verfahrens

Von besonderem Interesse ist es, die aus den stationdren Anisotropien &1 bestimmten radia-
len mittleren freien Wegléngen mit den von KALLENRODE [1993] aus den zeitlichen Profilen
der omnidirektionalen Intensitit gg und der Anisotropie £&; durch Anpassung der numerischen
Losungen (Fit) ermittelten radialen mittleren freien Weglédngen zu vergleichen. Dies bietet
sich an, da die Untersuchung von KALLENRODE [1993] eine grofie Anzahl von solaren Er-
eignissen des gleichen Datensatzes des E6-Experiments auf den HELIOS-Satelliten umfaft.
Leider zeigt es sich, daf§ die Schnittmenge der 27 von KALLENRODE [1993] ausgewerteten
solaren FEreignisse mit den 24 in dieser Arbeit ausgewerteten Ereignissen nur klein ist.
KALLENRODE [1993] fiihrt in ihrer Auswertung zwei Gruppen von Ereignissen ein: die
sogenannten “unbeeinfluften” und die “kontaminierten” FEreignisse. Die “kontaminierten”
Ereignisse sind durch iibersprechende Protonen beeinflufit, die sich besonders bei grofien
Verhéltnissen der Protonen zu Elektronen bei interplanetaren Stofiwellen und bei protonen-
reichen Ereignissen zum Zeitpunkt des Intensitdtsmaximums einstellen. Diese Gruppe der
“kontaminierten” Ereignisse umfafit immerhin 13 Ereignisse, die fiir den Vergleich nur be-
dingt zu verwenden sind, da die Auswertungsmethode der stationdren Anisotropien &5 auf
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Abbildung 6.3: Die mit Hilfe der Fit-Methode bestimmten radialen mittleren freien Weg-
langen Aprp von KALLENRODE [1993] werden mit den aus den stationéren
Anisotropien &15 bestimmten Apwvy-Werten fiir auf den HELIOS-Satelliten
mit dem E6-Experiment gemessene solare Ereignisse gegeneinander aufgetra-
gen. Dabei wird zwischen den Elektronen des E03-Kanals (links) und den
Protonen der Kanéle P4, P13 und P27 unterschieden. Anhand der Symbole
werden zuverlissige (ausgefiillte Symbole) und weniger zuverlissige (offene
Symbole) Datenpunkte unterschieden (siche Text).

diese Einfliisse empfindlich reagiert. KALLENRODE [1993] beschrénkt sich bei der Anpassung
der Zeitprofile im wesentlichen auf den Zeitbereich, der sich vom Beginn des Ereignisses bis
kurz hinter das Intensitétsmaximum erstreckt. Liegt in diesem Bereich ein offensichtliches
Ubersprechen vor, dann kann dies beim Fitten beriicksichtigt werden, so daff man noch eini-
germaflen zuverlissige Fit-Parameter erhélt. Auch Einfliisse durch interplanetare Stoflwellen
zu einem Zeitpunkt deutlich hinter dem Intensitdtsmaximum sind nur von geringer Bedeu-
tung. Integriert man hingegen iiber das gesamte Zeitprofil des gg- und g;-Koeffizienten, so ist
man deutlich empfindlicher gegeniiber diesen unerwiinschten Einfliissen.

In Abbildung 6.3 sind die radialen mittleren freien Weglédngen A, beider Methoden fiir die
solaren Ereignisse gegeneinander aufgetragen, fiir die eine Bestimmung mit beiden Methoden
moglich ist. Die mit Hilfe der stationdren Anisotropie 15 bestimmten radialen mittleren freien
Wegléngen sind dabei als Apwy bezeichnet, die der Fit-Methode als Aprp. Da KALLENRODE
[1993] sich auf die Energiekanile E03, P4, P13 und P27 beschrénkt, sind im linken Teil der
Abbildung die radialen mittleren freien Weglédngen der Elektronen des E03-Kanals und im
rechten Teil die Protonen des P4-, P13- und P27-Kanals gegeneinander aufgetragen. Die Feh-
lerbalken der Aprp-Werte sind dabei der Tabelle 1 von KALLENRODE [1993] entnommen. Da
in dieser Tabelle fiir das Ereignis vom 25. Mérz 1980 auf HELIOS 1 kein Fehler angegeben
ist, wurde ein Fehler von 4+0.05 AU erginzt. Die Apwv-Werte der Auswertungsmethode der
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stationdren Anisotropien &5 werden, wie schon bei KALLENRODE [1993] in zwei Klassen un-
terteilt. Erfiillt ein bestimmtes Ereignis die Auswahlkriterien, so ist das entsprechende Symbol
in Abbildung 6.3 ausgefiillt. Fiir die Fehlerbalken der Apwv-Werte sind dann die systemati-
schen Fehler von +0.025 AU fiir A\; < 0.2 AU und von +0.05 AU fiir A, > 0.2 AU angegeben,
die sich aus der graphischen Bestimmung der Apwv-Werte ergeben. Da sich die Schnittmen-
ge mit den Aprp-Werten nur auf fiinf solare Ereignisse beschriankt, sind noch fiir weitere vier
Ereignisse die Apwv-Werte ermittelt worden, die nicht den strengen Anforderungen in dieser
Arbeit geniigen. Diese vier Ereignisse sind ebenfalls in Anhang E aufgefiihrt, werden jedoch
bis auf die Abbildung 6.3 in dieser Arbeit nicht weiter verwendet. Die Apwv-Werte dieser
Ereignisse, von denen drei zu den von KALLENRODE [1993] als “kontaminiert” bezeichneten
FEreignissen gehoren, sind durch offene Symbole kenntlich gemacht. Die Fehlerbalken dieser
Apwv-Werte wurden abgeschétzt und sind im allgemeinen grofler als die Fehlerbalken, die
sich aus der graphischen Bestimmungsmethode ergeben.

Die Gegeniiberstellung der Apwy- und Aprr-Werte fiir Protonen im rechten Teil der Abbil-
dung 6.3 ist auch bei HATZKY, WIBBERENZ, AND BIEBER [1995] und WIBBERENZ, HATZKY,
AND BIEBER [1995] zu finden, mit dem geringfiigigen Unterschied, dafi die Auswahlkriteri-
en dort weniger restriktiv sind und nicht zwischen den ausgefiillten und offenen Symbolen
unterschieden wird. Die von diesen Autoren gemachten Aussagen konnen dennoch iibernom-
men und auf die im linken Teil der Abbildung 6.3 dargestellten Apwy- und Aprp-Werte der
Elektronen ausgedehnt werden: Die Ubereinstimmung der Apwv- und Aprp-Werte ist, un-
abhéngig davon, ob es sich um kleine oder grofle Werte handelt, innerhalb der Fehlerbalken
gut. Es zeigt sich somit auch in der Praxis, dafy beide Methoden zur Bestimmung der radialen
mittleren freien Weglédnge die gleichen Ergebnisse liefern.

Dabei miissen, wie oben schon erwéihnt, bei der Fit-Methode die radiale mittlere freie
Weglinge und das Injektionsprofil, z. B. in Form eines Reid-Axford-Profils, mit den Para-
metern tp und ty gleichzeitig bestimmt werden. Bei der Bestimmung der radialen mittleren
freien Wegliange aus der stationdren Anisotropie £15 ist eine Annahme iiber den zeitlichen
Verlauf des Injektionsprofils nicht notwendig. Trotzdem ergeben beide Methoden die gleichen
radialen mittleren freien Wegléngen. Daraus folgt, dafl die bei der Fit-Methode notwendi-
gen Annahmen iiber die Injektionsfunktion es trotzdem gestatten, die radiale mittlere freie
Wegléinge zuverlissig zu bestimmen. Da dies fiir eine ganze Reihe von Ereignissen mit un-
terschiedlichen radialen mittleren freien Weglingen und Injektionsprofilen gilt, ist es sehr
wahrscheinlich, daf§ die aus der Fit-Methode bestimmten Injektionsprofile ebenfalls im Rah-
men des Transportmodells zuverldssig sind. Man kann somit den iterativen Prozef des Fittens
deutlich verkiirzen, indem man zunéchst aus der stationdren Anisotropie £15 die radiale mitt-
lere freie Weglénge bestimmt und so einen der Parameter beim Fitten festlegt. Die Anpassung
beschréinkt sich im weiteren Verlauf dann nur noch auf die Injektionsfunktion, die man auf
diese Weise aus der Fit-Methode ermitteln kann.

6.2.3.2 Die radiale Abhingigkeit

In Abschnitt 6.2.3.1 hat sich gezeigt, dafl sich die radialen mittleren freien Wegléingen der
Fit-Methode Apir und die Apwy-Werte aus der stationdren Anisotropie &1 kaum vonein-
ander unterscheiden. Daraus folgt jedoch, dafl aus den Apwy-Werten keine grundsétzlich
neuen Erkenntnisse beziiglich der radialen Abhéngigkeit, der absoluten Werte (siche Ab-
schnitt 6.2.3.3) und der Steifigkeitsabhéngigkeit (siehe Abschnitt 6.2.3.4) der radialen mitt-
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leren freien Wegléngen zu erwarten sind. Anhand einer Auswahl von solaren Ereignissen,
die sich zum Teil mit den von KALLENRODE [1993] untersuchten Ereignissen deckt, dariiber
hinaus aber auch andere Ereignisse beriicksichtigt, werden die von KALLENRODE [1993]
gemachten Aussagen bestéitigt und auf eine breitere Datengrundlage gestellt. Die folgende
Diskussion wird daher knapp gehalten und orientiert sich im wesentlichen an der Diskussion
von KALLENRODE [1993].

In Abbildung 6.4 sind die radialen mittleren freien Wegléngen der Energiekanéle E03 und
EO08 der Elektronen (oberer Teil), der Energiekanile P4, P13 und P27 der Protonen (mittlerer
Teil) und der Energiekanile A2, A4 und A13 der a-Teilchen (unterer Teil) iiber dem radialen
Abstand aufgetragen. Betrachtet man die radiale Abhéngigkeit aller Teilchensorten, so fallt
auf, daf} die groflen radialen mittleren freien Wegléngen unabhéngig von der Teilchensorte kei-
ne radiale Abhéngigkeit aufweisen, wihrend die kleinen radialen mittleren freien Weglédngen
scheinbar gehéuft bei kleinen radialen Absténden auftreten. Auf diesen Umstand hat bereits
KALLENRODE [1993] hingewiesen und erklért ihn folgendermafien: Je kleiner die mittlere
freie Weglénge ist, desto spéter erreicht die omnidirektionale Intensitéat ihr Maximum.

Der genaue Zusammenhang zwischen dem Zeitpunkt des Intensitdtsmaximums ¢, der
zuriickgelegten Wegstrecke s und dem Diffusionskoeffizienten D 148t sich fiir die diffusive
Néherung bestimmen (vgl. SCHLUTER [1985], S. 51):

82

tmax = == 4
5D (6.4)

Der Diffusionskoeffizient D ist dabei mit der mittleren freien Weglidnge A|| durch die Beziehung
(vgl. GERTHSEN UND VOGEL [1995], S. 240)

1
D = §U>\|| (6.5)

verbunden. Speziell fiir kleine mittlere freie Wegliangen und grofle radiale Absténde ergeben
sich solare Ereignisse, die sich iiber einen langen Zeitraum erstrecken und kaum noch als
solche zu identifizieren sind. Erschwert wird dies noch in Perioden, in denen die Sonne sehr
aktiv und der Untergrundlevel ohnehin schon erhoht ist, so dafl sich nur sehr teilchenreiche
Ereignisse bemerkbar machen. Daher ist es nicht verwunderlich, dafl das einzige Ereignis mit
einer geringen radialen mittleren freien Wegldnge von Aggz3 = 0.05 AU und einem radialen
Abstand von r = 0.966 AU am 25. Dezember 1974 auf HELIOS 1 in einer Phase geringer
Sonnenaktivitédt beobachtet wurde.

Ist man sich dieses unbeabsichtigten Auswahleffektes, welcher solare Ereignisse mit klei-
nen radialen mittleren freien Wegléngen bei grofien radialen Abstinden unterdriickt, bewuft,
so sind die gemessenen radialen mittleren freien Wegléngen aller hier aufgefiihrten Teilchen-
sorten und Energien mit der Annahme einer konstanten radialen mittleren freien Weglénge
vertriglich. Dies ist eine bemerkenswerte Tatsache, da die stationédren Anisotropien &4 in Ab-
bildung 6.2 wegen der rdumlichen Abhéngigkeit des Verhiltnisses \|/L (sieche Abbildung 2.6)
eine deutliche rdumliche Abhéngigkeit aufweisen und zeigt, dafl es in der inneren Heliosphire
notwendig ist, den Effekt der Fokussierung zu berticksichtigen.

6.2.3.3 Die absoluten Werte der radialen mittleren freien Weglénge

Von einer Mittelung iiber alle Ereignisse (vgl. KALLENRODE [1993]), die dazu dient, ein mitt-
leres Maf} fiir die radiale mittlere freie Weglidnge in Abhéngigkeit von der Teilchensorte zu



A,/AU

/AU

182 KAPITEL 6. DIE AUSWERTUNG DER MESSDATEN
DL FLECTRONS A FO3 Vv EOB8
*\"'\"'%"T"l"'\"'\ \\* il s ol ‘fffi‘\ "\"'f"T"4‘"'\'"\'"\"'\"'L"T"i"'\"'\"""'%"T"T"i"'i"'\"'\"'%"T"
L L PROTONS A P4 O P13 Vv P27
10
W 6 *\\FT4\\\\¥ "T"\"'\'"i"'F"T"T"T"i"'\'"\'"F"T"{""\"'\"'\'"\'"‘}"T"T"\"'\"""T"T"T"T'""'\"'\"T"T"
C L oa—PARTICLES A A2 O A4 V¥ ATS
10
/‘6 *\”'\"T"T"4‘"'\"'\"'\'"\'"‘*"T"T"\"'\"'i"'T"T"T"T"i"'\"'\"'T"T"{""\"'\"'\"'\""}"T"T"\"'\"'i"T"T"T"T"i"'\"'\"T"T"
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.
r /AU

Abbildung 6.4: Die aus der stationédren Anisotropie {15 bestimmten radialen mittleren freien

Weglidngen sind fiir Elektronen (oberer Teil), Protonen (mittlerer Teil) und
a-Teilchen (unterer Teil) iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Die Ener-
giekanéle des E6-Experiments sind durch veschiedene Symbole gekennzeich-
net. Die eingezeichneten Fehlerbalken ergeben sich aus dem systematischen
Fehler der graphischen Bestimmungsmethode (siehe Text).
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erhalten, wird hier abgesehen, da die einzelnen solaren Ereignisse sich im A, um einen Faktor
von bis zu & 20 unterscheiden konnen. Die Ereignisse weisen damit eine grofie individuelle
Schwankungsbreite auf. Einige dieser Ereignisse sind deutlich von der Pitchwinkelstreuung
dominiert, wie die kleinen radialen mittleren freien Wegldngen zeigen. Rechnet man die ra-
dialen mittleren freien Wegléngen A, nach Gleichung (2.25) in mittlere freie Weglingen Al
um, so zeigt sich fiir die Protonen, daf} fiir die meisten Ereignisse die mittlere freie Wegléange
im “Palmer consensus range” zwischen 0.08 AU und 0.3 AU (siehe PALMER [1982]) liegt. Die
mittleren freien Weglédngen fiigen sich zudem in den erweiterten “consensus range” von BIE-
BER ET AL. [1994] ein, der sich aus einer Untersuchung einer Vielzahl von solaren Ereignissen
iiber einen groflen Steifigkeitsbereich fiir Protonen und Elektronen ergibt. Die mittleren frei-
en Weglingen sind damit zu grof}, als dafl man sie mit dem konventionellen Standardmodell
aus den gemessenen Spektren der Magnetfeldfluktuationen (siehe Abschnitt 2.1.2) erkldren
konnte (siche WANNER [1993], S. 161ff.).

Beim Vergleich der mittleren freien Wegléngen A|| mit aus theoretischen Modellen der
Pitchwinkelstreuung hergeleiteten mittleren freien Wegléngen ist noch einmal darauf hinzu-
weisen, daf3 die eigentliche Mefigrofle die radiale mittlere freie Weglénge A, ist, d. h. daf} die
(lokale) mittlere freie Weglédnge unter der Annahme eines bestimmten radialen Verlaufs der
Streuung aus den Mefidaten bestimmt worden ist. Diese Information geht aber verloren, wenn
man nur die mittleren freien Wegldngen vergleicht, da die gleichen Mef3daten je nach Annah-
me der Autoren iiber den rdumlichen Verlauf der Pitchwinkelstreuung zu unterschiedlichen
mittleren freien Wegliéngen fithren koénnen (siehe Abschnitt 5.2.2). Bestimmt man hingegen
die mittleren freien Wegldngen aus den M,s-Koeffizienten, so sind diese tatsédchlich lokale
Groflen, die mit den aus den radialen mittleren freien Wegldngen A, berechneten mittleren
freien Wegldngen A nur dann iibereinstimmen, wenn der angenommene radiale Verlauf der
Streuung dem tatséchlichen Verlauf entspricht!

Eine zusitzliche Annahme iiber die Form des PWSK muf fiir grofle Verhéltnisse /L
gemacht werden, da sich im Modell der fokussierten Pitchwinkelstreuung bei der Bestimmung
der radialen mittleren freien Weglidnge eine Abhéngigkeit von der Form des PWSK bemerk-
bar macht. Desweiteren ergibt sich bei grofien mittleren freien Wegldngen das Problem, daf}
die Streuung nicht im homogenen Magnetfeld stattfindet, sondern unter Einwirkung der Fo-
kussierung. Da die theoretischen Modelle zur Pitchwinkelstreuung dies in der Regel nicht
beriicksichtigen, werden zwei unterschiedliche Groflien miteinander verglichen.

Ist die Pitchwinkelstreuung hingegen hinreichend stark, d. h. die mittlere freie Weglénge
klein, so verlieren die rdumliche Abhéngigkeit der Streuung, die Form des PWSK und auch
die Tatsache, dal das Magnetfeld auf gréfleren Skalen inhomogen ist, ihre Bedeutung, und
die mittleren freien Wegléingen kénnen mit den aus den theoretischen Modellen aufgrund der
Eigenschaften des interplanetaren Mediums vorhergesagten Werten verglichen werden.

6.2.3.4 Die Steifigkeitsabhingigkeit

Zusitzlich zu den bei KALLENRODE [1993] bestimmten radialen mittleren freien Wegléngen
der Energiekanile E03, P4, P13 und P27 sind in dieser Arbeit die Werte fiir die Elektronen
des E08-Kanals und der Energiekanéle der a-Teilchen A2, A4 und A13 bestimmt worden.
Die radialen mittleren freien Weglingen der Elektronen des E03- und E08-Kanals stim-
men, wie man anhand der Abbildung 6.4 sieht, innerhalb ihrer Fehlerbalken tiberein. Dies ist
zu erwarten, da die durchschnittlichen Steifigkeiten beider Kanéle mit 1.4 MV und 3.0 MV
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sehr dicht beieinander liegen. Differieren die radialen mittleren freien Wegléngen hingegen,
so ist dies ein Hinweis darauf, dafl das solare Ereignis entweder durch die Auswirkungen einer
interplanetaren StoBwelle beeinflufit ist oder ein Ubersprechen der Protonen in die Elektro-
nenkanile vorliegt. Die Ubereinstimmung der radialen mittleren freien Wegléingen des E03-
und EO08-Kanals kann daher auch so interpretiert werden, dafl die hier untersuchten sola-
ren Ereignisse nur in geringem MaBe durch Schocks und Ubersprechen der Protonen in die
FElektronenkanile beeinflufit sind.

Die Protonenkaniile zeigen innerhalb der Fehlerbalken keine eindeutige Steifigkeitsabhén-
gigkeit. Dies deckt sich mit dem Ergebnis von KALLENRODE [1993], steht aber im Gegensatz
zur Aussage von BIEBER ET AL. [1994]. Letztere Autoren betonen, daf fiir fiinf solare Er-
eignisse eine Zunahme der mittleren freien Weglénge mit der Steifigkeit fiir Protonen nach-
gewiesen werden kann. Selbst wenn man die stationdren Anisotropien 15 der Protonenkanile
P4, P13 und P27 direkt miteinander vergleicht (siehe Anhang E), um so die Ungenauigkeiten
bei der Bestimmung der radialen mittleren freien Weglédngen durch die graphische Bestim-
mungsmethode zu umgehen, zeigt sich keine eindeutige Steifigkeitsabhéngigkeit. Zwei der von
BIEBER ET AL. [1994] angegebenen Ereignisse werden auch in dieser Arbeit untersucht:

Die stationdren Anisotropien &1 fiir das Ereignis vom 11. April 1978 auf HELIOS 2, das
von VALDES-GALICIA ET AL. [1988] in vier Protonenkanilen untersucht worden ist, konnte
nur fiir den P13- und P27-Kanal mit den Werten £15 = 0.075 und &5 = 0.086 bestimmt wer-
den. Dies stimmt mit dem Ergebnis von VALDES-GALICIA ET AL. [1988] iiberein; allerdings
reichen die beiden MefBiwerte fiir sich betrachtet noch nicht aus, um auf eine Zunahme der
mittleren freien Weglénge mit der Steifigkeit zu schlieflen.

Das von KALLENRODE [1993] untersuchte Ereignis vom 25. Mérz 1980 auf HELIOS 1
weist mit den Werten &3 = 0.594 fiir den P4-Kanal, &3 = 0.523 fiir den P13-Kanal und
&1s = 0.521 fiir den P27-Kanal sogar eine Abnahme der mittleren freien Weglénge mit der
Steifigkeit auf. Dies steht nicht unmittelbar im Widerspruch zueinander, wenn man die von
KALLENRODE [1993] angegebenen Unsicherheiten der radialen mittleren freien Wegléngen
berticksichtigt. So zeigt auch das Ereignis vom 9. Juni 1979 auf HELIOS 2, das ebenfalls
von KALLENRODE [1993] ausgewertet und von BIEBER ET AL. [1994] angefiihrt wird, in-
nerhalb der Unsicherheiten keine eindeutige Zunahme der mittleren freien Weglénge mit der
Steifigkeit.

Betrachtet man noch einmal alle im Anhang E aufgefiihrten Ereignisse beziiglich der sta-
tiondren Anisotropie 15 darauthin, ob sich eine Abnahme bzw. Zunahme mit der Steifigkeit
fiir die Protonenkanile ergibt, so zeigt sich bei fiinf Ereignissen eine Abnahme, bei drei Er-
eignissen eine Zunahme und zwei Ereignisse zeigen keinen eindeutigen Trend. Wie bereits
gesagt, ist daraus eine eindeutige Steifigkeitsabhéingigkeit der mittleren freien Wegléngen der
Protonen in dem hier betrachteten Bereich von ~ 100 MV bis ~ 250 MV nicht abzuleiten.
Betrachtet man den aus dem Standardmodell (siche Gleichung (6.7)) zu erwartenden Unter-
schied zwischen den Steifigkeiten des P4- und des P27-Kanals, so ist ohnehin nur ein Faktor
von 1.3 zu erwarten.

Die a-Teilchen zeigen bis auf zwei Ereignisse hinsichtlich ihrer Steifigkeit ein sehr &hn-
liches Verhalten wie die Protonen. Bei den beiden Ereignissen vom 27. Juli 1975 und vom
19. November 1981 auf HELIOS 1 nehmen die radialen mittleren freien Wegldngen der a-
Teilchen signifikant groflere Werte an als die Protonen der entsprechenden Steifigkeit. Ob es
sich hierbei um einen nicht verstandenen Instrumenteneffekt oder um ein reales Ergebnis han-
delt, kann nur nach griindlichem Studium der entsprechenden Ereignisse entschieden und soll
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hier nicht weiter verfolgt werden. Dieses Ergebnis ist zumindest mit einfachen theoretischen
Modellen der Pitchwinkelstreuung, wie z. B. dem Standardmodell, nicht zu verstehen.

Vergleicht man abschliefend das Verhiltnis der radialen mittleren freien Wegléngen der
Elektronen des E03-Kanals und der Protonen des P13-Kanals miteinander, so zeigt sich, daf3
die radialen mittleren freien Wegléngen der Elektronen systematisch unter denen der Proto-
nen liegen bzw. gleich denen der Protonen sind. Als arithmetisches Mittel der Verhéltnisse
Ap13/Amo3 der mittleren freien Weglidngen der Elektronen und Protonen ergibt sich fiir acht
Ereignisse, bei denen eine gleichzeitige Bestimmung der radialen mittleren freien Wegléngen
moglich ist, ein Wert von 1.740.6. Die Verhéltnisse Ap13/Ago3 streuen dabei in einem Bereich
von 1 bis 3.2. Trotz der grofien Schwankungsbreite der radialen mittleren freien Wegldngen
von Ereignis zu Ereignis bleibt das Verhéltnis Ap13/Agos somit nahezu konstant. Dieses Er-
gebnis steht in Ubereinstimmung mit dem Wert von Ap13/Agos = 1.6 £0.9 von KALLENRODE
[1993], gemittelt iiber 21 Ereignisse, und Api3/Agos = 1.8 von BIEBER ET AL. [1994], das
aus einer geometrischen Mittelung der Verhéltnisse Agg3/Ap13 von 11 Ereignissen hervorgeht.
Schon MA SUNG AND EARL [1978] haben beim Vergleich von mittleren freien Wegléngen von
Protonen im Energiebereich von 4 bis 80 MeV mit denen von Elektronen im Energiebereich
von 0.5 bis 1.1 MeV und 3 bis 12 MeV um den Faktor zwei bis drei kleinere mittlere freie
Wegldngen der Elektronen festgestellt.

Dieses Ergebnis ist von grofler Bedeutung fiir die theoretischen Modelle der Pitchwin-
kelstreuung, wie sowohl KALLENRODE [1993] als auch BIEBER ET AL. [1994] betonen, da
es sich nicht mit dem Standardmodell erkldren 1afit. Das Standardmodell fordert folgende
Abhéngigkeit der mittleren freien Weglénge von der Steifigkeit P fiir ¢ < 2

)\H X P2_q (66)

wobei ¢ nach Gleichung (2.16) durch das Potenzgesetz der Spektraldichte der Magnetfeld-
fluktuationen festgelegt ist. Fiir ein typisches Spektrum von ¢ = 5/3 (Kolmogorov-Spektrum)
ergibt sich somit eine Abhéngigkeit von der Steifigkeit mit

)\H X P1/3 (67)

d. h. fiir die hier besprochenen Steifigkeiten des E03-Kanals von 1.4 MV und des P13-Kanals
von 187 MV ein Verhiltnis Ap13/Agos von 5. Dies steht offensichtlich im Widerspruch zu dem
gemessenen Wert von Ap13/Agos = 1.7 = 0.6. Welche Modifikationen an der Theorie vorge-
nommen werden miissen, um diese Beobachtung zu erkldren, wird ausfiihrlich von BIEBER
ET AL. [1994] diskutiert.

6.3 Die Bestimmung der ¢- und o-Parameter

Bevor im Detail auf die Bestimmungsmethode der ¢- und -Parameter eingegangen wird, er-
folgt eine Bestandsaufnahme der MeBgrofien und der Losungen der Transportgleichung (2.58),
welche zur Verfiigung stehen.

Unter Anwendung des steady-state-Theorems aus Abschnitt 2.2.3 ist es moglich, aus den
gemessenen Zeitprofilen der Legendre-Koeffizienten g, mit n = 0, 1, 2, 3, 4 eines solaren
Ereignisses die stationdren Anisotropien &,s mit n = 1, 2, 3, 4 bzw. die entsprechenden M,,s-
Koeffizienten zu berechnen. Dies hat den Vorteil, dafl das Problem um die Dimension der
Zeit reduziert wird, aber auch den Nachteil, dal die Ausbreitungsparameter \||/L, ¢, H und
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6 nicht als Zeitreihen bestimmt werden kénnen (siehe Abschnitt 6.1). Ein weiterer Vorteil
ist, dafl durch die Integration iiber die Zeit der statistische Mef3fehler deutlich reduziert wird.
Dennoch koénnen die stationdren Anisotropien £,s mit n > 1 fiir kleine Verhéltnisse /\||/L
nicht hinreichend genau bestimmt werden, da, wie bereits in Abschnitt 2.2.4 erw#hnt wurde,
die stationdren PWVs im Grenziibergang limy,_. ., isotrop werden und damit die Anisotropien
&ns mit n > 1 identisch verschwinden.?

Aus diesem Grund konnten in dieser Arbeit die §- und 6-Parameter nur fiir die solaren
Ereignisse bestimmt werden, die eine radiale mittlere freie Wegldnge von A, > 0.1 AU auf-
weisen. Dadurch wird eine systematische Auswahl der solaren Ereignisse getroffen, die einer
Auswertung der stationdren Anisotropien &,s mit n > 1 zugénglich sind. Allerdings haben
die groflen mittleren freien Wegléngen auch den Vorzug, dafl die Effekte der Konvektion und
der adiabatischen Dezeleration zu vernachléssigen sind.

Von der mathematischen Seite her ist man auf die analytischen Loésungen der stati-
ondren Transportgleichung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen (5.7) beschrinkt (siehe
Abschnitt 5.1), um die M,s-Koeffizienten mit n > 1 zu berechnen. Welchen Niherungscha-
rakter diese Losungen fiir rdumlich variable Ausbreitungsbedingungen haben, wurde ausfiihr-
lich in Abschnitt 5.3 diskutiert. Mochte man eine Niherung vermeiden und auch den gos-
Koeffizienten in Form der stationdren Anisotropien &, einer Auswertung zugénglich machen,
so miissen die Losungen der vollstdndigen stationdren Transportgleichung auf numerischem
Wege berechnet werden (siehe Abschnitt 3.3). Da fiir die Bestimmung der Ausbreitungs-
parameter /L, G, H und & bei unterschiedlichen Sonnenwindgeschwindigkeiten vg, eine
grofle Anzahl von stationdren Losungen bendtigt wird, ist es von entscheidender Bedeutung,
dafl das Differenzenverfahren schnell genug ist, um diese numerischen Lésungen mit der zur
Verfiigung stehenden Rechenkapazitéit zu berechnen. Die Tatsache, dafl das in Kapitel 3 vor-
gestellte Differenzenverfahren um zwei Groflenordnungen schneller ist als das vergleichbare
Verfahren von RUFFOLO [1991] (siehe Abschnitt 3.4.3), ist somit kein technisches Detail,
sondern entscheidet dariiber, ob die hier vorgestellte Auswertungsmethode mit den Losungen
der vollstdndigen Transportgleichung durchgefiihrt werden kann oder nicht.

Die stationéren Losungen fiir bestimmte Ausbreitungsbedingungen miissen jeweils nur
einmal berechnet werden, so dafl die Funktionswerte anschlieend tabelliert in Form von
Computerdateien vorliegen. Nachdem so erst einmal ein Datensatz von stationéren Losungen
fiir unterschiedliche Ausbreitungsbedingungen angelegt worden ist, erweist sich die Tatsache,
dafl analytische Losungen nicht bekannt sind, fiir die Auswertung der solaren Ereignisse als
ein nicht schwerwiegender Nachteil.

Als néchstes geht es darum, das in Abschnitt 5.3 erworbene Wissen {iber die Abhéngigkeit
der Legendre-Koeffizienten g,s der Losungen der gendherten stationdren Transportgleichung
von den Ausbreitungsbedingungen in eine Methode zur Bestimmung der Ausbreitungspara-
meter umzusetzen. Die in Abschnitt 5.3.2 diskutierten Abhéngigkeiten (sieche Tabelle 5.1)
gelten fiir Verhéltnisse /\||/ L < 1. Fiir grole Verhéltnisse )\H/ L > 1 zeigt sich hingegen eine
Abhéngigkeit jedes Legendre-Koeffizienten von allen Ausbreitungsparametern. Demnach ist
es fiir die Verhéltnisse )\H/ L < 1 moglich, das Problem der Bestimmung der Ausbreitungs-
parameter aus den stationdren Anisotropien &,¢ zu separieren. Dadurch ist eine sukzessive
Bestimmung der einzelnen Parameter moglich.

In Abschnitt 6.2 ist, ausgehend von der stationdren Anisotropie &1, die radiale mittlere

5Es handelt sich somit um das Problem, da der Signal-Rausch-Abstand aufgrund des verschwindenden
Signals ungiinstig wird, und nicht darum, dafl der Rauschpegel zunimmt.
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freie Weglinge bestimmt worden; damit ist bereits der rdumliche Verlauf des Verhéltnisses
A/ L festgelegt, da der raumliche Verlauf der Fokussierungslinge L(s) durch die Archimedi-
sche Spirale des interplanetaren Magnetfeldes bestimmt ist (siehe Gleichung (2.11)). Danach
bietet es sich an, den ¢-Parameter aus der stationdren Anisotropie £35 zu bestimmen. Nach
Tabelle 5.1 ist der gss-Koeffizient und damit auch die stationéire Anisotropie £33 im wesentli-
chen vom g-Parameter und dem Verhéltnis )\ /L abhingig. Der 6-Parameter kann dann aus
der stationdren Anisotropie £o5 bestimmt werden, da der gos-Koeffizient nach Tabelle 5.1 eine
Funktion von den Groflen )\H/L, G und & ist. Ist es moglich, die stationdre Anisotropie &4¢
zuverléssig zu messen, dann kann nach Abschnitt 5.3.3 sogar noch zwischen verschiedenen
(¢, H)-Paaren unterschieden werden, wie sich aus der Abbildung 5.9 ergibt.

Wie bereits in Abschnitt 6.1 im Zusammenhang mit dem My-Koeffizienten bemerkt wur-
de, ist eine Rekonstruktion des g4-Koeffizienten aus den acht Sektormittelwerten nicht auf di-
rektem Wege moglich, sondern nur aufgrund von bestimmten Annahmen iiber die Symmetrie-
eigenschaft der PWV. Eine kontinuierliche Berechnung des g4-Koeffizienten ist nicht moglich,
was sich besonders im Zusammenhang mit der Summation iiber der Zeit zur Bestimmung des
gas-Koeffizienten nachteilig auswirkt. Da der g4-Koeffizient schon von der Z#hlstatistik her
die grofite Unsicherheit aufweist und dann noch die Unsicherheit durch die Annahmen bei
der Rekonstruktion des g4-Koeffizienten hinzukommt, sind die g4-Koeffizienten, die berechnet
werden konnen, mit einer grofien Unsicherheit behaftet. Diesen stehen aus der Transportglei-
chung berechnete Werte fiir den g4-Koeffizienten gegeniiber, die vom Betrag her sehr klein
sind. Von einer Auswertung des g4-Koeffizienten und damit der stationdren Anisotropie £4q
wird deshalb abgesehen. Statt dessen wird représentativ fiir die Formen des PWSK, wel-
che mit den verbleibenden stationdren Anisotropien &5 und &35 nicht unterschieden werden
konnen, der PWSK des Standardmodells mit H = 0 verwendet.

Anhand der Abbildung 6.5 wird nun eine graphische Bestimmungsmethode erldutert, mit
der unabhingig davon, ob das lokale Verhéltnis \||/L klein oder gro8 ist, die radiale mittlere
freie Weglidnge A, und die die Form des PWSK kennzeichnenden Parameter ¢ und & bestimmt
werden kénnen.

In der linken Hilfte der Abbildung 6.5 sind die stationéren Anisotropien £, mitn =1, 2,3
als Funktionen der Parameter A, und ¢ aufgetragen. Es handelt sich dabei um die Funkti-
onsverlaufe, die sich fiir einen bestimmten radialen Abstand von der Sonne ergeben. Im
allgemeinen kann dieser radiale Abstand entsprechend den Bahnen der HELIOS-Satelliten
zwischen 0.3 AU und 1 AU gewihlt werden, wodurch sich gem#fl der in Dateien abgespei-
cherten Losungen der vollstdndigen stationdren Transportgleichung unterschiedliche Funkti-
onsverldufe ergeben. Fiir die Messung eines solaren Ereignisses bei einem bestimmten radialen
Abstand liegen nach der Anwendung des steady-state-Theorems die stationéren Anisotropien
&ns mit n =1, 2, 3 vor. Diese gemessenen stationdren Anisotropien £, miissen mit den aus der
numerischen Losung stammenden stationdren Anisotropien &,s(\r, ¢, ) fiir eine bestimmte
Kombination der Parameter A, § und & iibereinstimmen. Es gilt daher, ein Verfahren anzuge-
ben, das es ermoglicht, die Parameter A, ¢ und ¢ zu bestimmen, indem man die gemessenen
stationdren Anisotropien &,s mit den aus der Losung der Transportgleichung stammenden
Anisotropien &,5 vergleicht und zur Deckung bringt. Da es sich bei den stationéren Aniso-
tropien &,s = gns/gos mit n > 1 um die auf die omnidirektionale Intensitit gy normierten
Legendre-Koeffizienten handelt, kann, wie schon beim steady-state-Theorem, die Orthogona-
litdt der Legendre-Polynome genutzt werden:

Es werden fiir jede stationdre Anisotropie &,¢ im linken Teil der Abbildung jeweils einzeln
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Abbildung 6.5: Die stationédren Anisotropien &,s mit n = 1, 2, 3 wurden bei einem radia-
len Abstand von r = 0.495 AU und einer Sonnenwindgeschwindigkeit von
Vsw = 400 km/s fiir einen PWSK mit den Parametern H = 0 und 6 = 0 be-
rechnet. Im linken Teil sind die stationéren Anisotropien &,s als Funktion von
der mittleren freien Weglénge A\, und dem ¢-Parameter dargestellt; im rechten
Teil sind die Hohenlinien dieser Funktionen fiir die angegebenen gemessenen
stationdren Anisotropien &, aufgetragen.
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Abbildung 6.6: Die stationéren Amnisotropien &, mit n = 1, 2, 3 wurden bei einem radia-
len Abstand von r = 0.495 AU und einer Sonnenwindgeschwindigkeit von
Vsw = 400 km/s fiir einen PWSK mit den Parametern H = 0 und 6 = 0.4
berechnet. Im linken Teil sind die stationdren Anisotropien &g als Funkti-
on von der mittleren freien Weglinge A, und dem ¢-Parameter dargestellt;
im rechten Teil sind die Hohenlinien dieser Funktionen fiir die angegebenen
gemessenen stationdren Anisotropien ,s aufgetragen.
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die Kombinationen von A, und ¢ herausgesucht, die mit dem jeweils gemessenen Wert der
stationédren Anisotropie &,s iibereinstimmen. Die sich fiir jede stationdre Anisotropie erge-
benden (), §)-Paare kénnen dann in der A;-¢-Ebene eingezeichnet werden. Da es sich bei den
gemessenen Anisotropien &,s um Groflen handelt, die mit einer gewissen Unsicherheit behaf-
tet sind, ist es ratsam, auch die (), §)-Paare, zu denen stationére Anisotropien &,s gehoren,
die nicht exakt mit dem Mefiwert {ibereinstimmen, in die Betrachtung mitaufzunehmen. Man
kann dann ermessen, ob man sich in einem scharf begrenzten (A, §)-Parameterbereich befin-
det, der mit den gemessenen stationdren Anisotropien &, in Ubereinstimmung zu bringen
ist. Als Ergebnis dieses Vergleichs zwischen den aus dem Transportmodell vorhergesagten
theoretischen und den gemessenen stationéiren Anisotropien &, erhdlt man beispielsweise die
in dem rechten Teil der Abbildung eingezeichneten Fléchen in der A,-§-Ebene. Diese Flachen
konnen auch als Hohenlinien der zweidimensionalen Anisotropiefunktionen &(\,,§) im linken
Teil der Abbildung interpretiert werden, und zwar in dem Bereich, der durch die gemessenen
stationéren Anisotropien und die vorgegebene Unsicherheit begrenzt ist. Die fiir den Vergleich
mit den theoretischen stationdren Anisotropien &,s im linken Teil der Abbildung 6.5 verwen-
deten gemessenen Anisotropien &,s sind jeweils iiber den im rechten Teil der Abbildung 6.5
gezeigten A-G-Ebenen aufgefiihrt. Die angegebene Unsicherheit von £0.01 entspricht dabei
nicht der tatséchlichen Unsicherheit der Mefiwerte, sondern dient dem oben genannten Zweck,
die Signifikanz der ()., §)-Paare beurteilen zu kénnen.

Bei den in Abbildung 6.5 verwendeten stationdren Anisotropien handelt es sich um Pro-
tonen des P4-Kanals des solaren Ereignisses vom 28. Mérz (doy 88) 1976 auf HELIOS 2, das
bei einem radialen Abstand von r = 0.495 AU bei einer mittleren Sonnenwindgeschwindigkeit
von Vs = 350 km/s gemessen wurde. Da die Abbildung 6.5 auflerdem dazu dienen soll, den
o-Parameter zu bestimmen, sind die aus der numerischen Lésung stammenden stationdren
Anisotropien &5 im linken Teil der Abbildung mit einem 6-Wert von & = 0 berechnet worden.
Zur Bestimmung des 6-Parameters sind demnach verschiedene Graphiken der Art, wie in Ab-
bildung 6.5 gezeigt, fiir unterschiedliche 6-Werte anzufertigen, da es sich bei dem -Parameter
um einen weiteren Freiheitsgrad handelt. Man kann sich dies auch so vorstellen, dafl man die
Fldchen in den A,-¢-Ebenen fiir die einzelnen stationéren Anisotropien £,s, welche im rechten
Teil der Abbildung gezeigt werden, um eine 5-Achse zu erweitern hat, die senkrecht auf den
Ar-G-Ebenen steht. Es werden somit die rdumlichen ()., ¢, d)-Bereiche gesucht, fiir die alle
stationéiren Anisotropien &, zur Ubereinstimmung gebracht werden kénnen.

Vergleicht man nun die eingezeichneten Bereiche in den A,-¢-Ebenen der einzelnen Ani-
sotropien &,s mit n = 1, 2, 3 miteinander und konzentriert sich auf den zentralen Bereich
der Hohenlinien, so zeigt sich, da8 in der Abbildung 6.5 kein Uberdeckungsbereich der drei
Flichen zu ermitteln ist. Man konnte durchaus eine Uberdeckung der Hohenlinien fiir die sta-
tionéren Anisotropien &1 und €34 ermitteln; problematisch wird es jedoch, an derselben Stelle
die Flichen der stationédren Anisotropien £15 und &95 zur Deckung zu bringen. Der gemessene
£os-Wert miifite vom Betrag her niedriger sein, um bei einem 6-Wert von 6 = 0 Hohenlinien
in der A\.-G-Ebene zu erzeugen, die mit den Hohenlinien der stationdren Anisotropie &15 zur
Deckung gebracht werden kénnten. Variiert man nun den 6-Parameter und wahlt z. B. einen
6-Wert von & = 0.4, so ergeben sich die in Abbildung 6.6 gezeigten Hohenlinien der stati-
ondren Anisotropien &g, fiir die es sehr wohl einen Bereich von (\;, §)-Werten gibt, die zur
Deckung aller drei Hohenlinienscharen fiithren: A, = 0.30 AU, ¢ = 1.55. Mit dieser graphi-
schen Bestimmungsmethode ist es moglich, die Parameter A;, ¢ und & festzulegen, falls die
radialen mittleren freien Wegldngen hinreichend grof§ sind. Fiir kleine radiale mittlere freie
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Wegléngen ergeben sich hingegen unabhéngig von der Form des PWSK sehr kleine stationére
Anisotropien £,s, wie man anhand der numerisch berechneten Anisotropien £, im linken Teil
der Abbildungen 6.5 und 6.6 erkennen kann.

Der Vorzug gegeniiber Methoden, die mit der diffusiven N#herung arbeiten, liegt in der
Tatsache, daf} es sich bei dem hier vorgestellten graphischen Verfahren nicht um eine Né&he-
rung handelt! Diese Methode erfordert zwar zunéchst einen groflien Aufwand, um die sta-
tiondren Losungen fiir unterschiedliche Ausbreitungsparameter zu ermitteln, hat aber den
Vorteil, dal dies nur ein einziges Mal zwecks Tabellierung der stationéren Losungen in Com-
puterdateien durchzufiihren ist. Ist dies geschehen, so kann man ohne grofle Erfahrung die
Parameter \;, ¢ und & aus den stationéren Anisotropien &,s mit n = 1, 2, 3 mit Hilfe des
oben beschriebenen graphischen Verfahrens bestimmen.

Wertet man hingegen die entsprechenden M,,s-Koeffizienten mit n = 2, 3 aus, so kénnen
nur die Ausbreitungsparameter A| und ¢ bestimmt werden. Dabei muf fiir den 5-Parameter
ein Wert angenommen werden, der unmittelbar die zu bestimmende mittlere freie Weglénge
A beeinflufit. Wiirde man beispielsweise unter der Annahme eines identisch verschwindenden
6-Wertes, d. h. 6 = 0, aus den gemessenen M ,s-Koeffizienten mit n = 2, 3 der Protonen des
P4-Kanals des solaren Ereignisses vom 28. Mérz 1976 die Parameter A und ¢ bestimmen, so
ergéibe sich eine radiale mittlere freie Weglédnge von A, = 0.5 AU und ein ¢§-Wert von ¢ = 1.6.
Die auf diese Weise bestimmte radiale mittlere freie Weglénge ist damit deutlich grofier als der
aus den stationdren Anisotropien 15 bestimmte Wert von A, = 0.25 AU. Dieser Umstand ist
nur darauf zuriickzufiihren, dafl eine falsche Annahme iiber den 6-Parameter gemacht wurde.
Dies ist bereits daran abzulesen, dafl die Hohenlinien der einzelnen stationdren Anisotropien
in der A\;-¢-Ebene nicht zur Deckung gebracht werden kénnen, wie dem rechten Teil der
Abbildung 6.5 zu entnehmen ist. Nimmt man hingegen einen -Wert von ¢ = 0.4 an, so
deckt sich der aus den Ms-Koeffizienten bestimmte Wert fiir A bzw. nach Gleichung (2.25)
der Wert fiir A, mit dem aus den stationéren Anisotropien &,s bestimmten Wert.

6.3.1 Der ¢g-Parameter

Die mit der im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen graphischen Methode bestimmten
G-Werte der einzelnen solaren Ereignisse sind in der Abbildung 6.7 getrennt nach Elektronen
(oberer Teil), Protonen (mittlerer Teil) und «-Teilchen (unterer Teil) iiber dem radialen
Abstand aufgetragen. Fiir die hochsten Energiekanile der Protonen und a-Teilchen, d. h. die
Kanile P27 und A13, konnte wegen eines zu grofien statistischen Fehlers keine Auswertung
vorgenommen werden. Fiir die verbleibenden Datenpunkte wurde ein systematischer Fehler
von £0.1 angegeben, der sich aus der graphischen Bestimmungsmethode ergibt. Es handelt
sich dabei um eine untere Grenze des Gesamtfehlers, da die in Abschnitt 6.2 besprochenen
Unsicherheiten durch interplanetare StoBwellen, Datenliicken und Ubersprechen zusitzlich
zum Gesamtfehler beitragen.

Eine radiale Abhéngigkeit des ¢-Parameters ist der Abbildung 6.7 nicht zu entnehmen.
Der in Abschnitt 2.1.2 gewéhlte Produktansatz, der den PWSK in einen von der Stérke
der Streuung abhingigen rdumlichen Anteil und einen von der Form des PWSK abhéngi-
gen konstanten Anteil aufspaltet, hat demnach nicht nur auf der lokalen, sondern auch auf
der globalen Skala Giiltigkeit. Eine deutliche Abhéngigkeit des §-Parameters innerhalb einer
Teilchensorte von den Energiekanélen bzw. deren Steifigkeiten ist innerhalb der Fehlerbalken
nicht zu beobachten.
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Abbildung 6.7: Die aus den stationdren Anisotropien &,s mit n = 1, 2, 3 bestimmten §-Werte
des PWSK sind fiir Elektronen (oberer Teil), Protonen (mittlerer Teil) und
a-Teilchen (unterer Teil) iiber dem radialen Abstand aufgetragen. Die Ener-
giekanile des E6-Experiments sind durch verschiedenen Symbole gekennzeich-
net. Die eingezeichneten Fehlerbalken ergeben sich aus dem systematischen
Fehler der graphischen Bestimmungsmethode (siehe Text).
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Fiir die Protonen- und a-Teilchen-Kanéle ist jedoch noch auf einen geringfiigigen mefitech-
nischen Effekt hinzuweisen, der sich aufgrund der Breite des Energiefensters in den einzelnen
Energiekanélen (siehe Tabelle 1.1) ergibt, da mit den unterschiedlichen Energien auch un-
terschiedliche Geschwindigkeiten verbunden sind. Werden diese Teilchen nun gleichzeitig in
den Sektormittelwerten eines Energiekanals nachgewiesen, so befinden sich die dazugehori-
gen PWVs in “Entwicklungsstadien”, die zeitlich etwas gegeneinander versetzt sind. Das kann
bedeuten, dafi die Anisotropie fiir die schnelleren Teilchen bereits wieder am Abklingen ist,
wihrend die langsameren Teilchen gerade erst das Maximum der Anisotropie erreicht haben.
Insgesamt fiihrt dieser Effekt daher zu einer effektiv geringeren Anisotropie, welche aus den
Sektormittelwerten rekonstruiert wird. SCHLUTER [1985], S. 27ff., weist darauf hin, dafl der
Effekt im allgemeinen zu vernachléssigen sei. Dies ist jedoch mit Einschrinkungen zu verse-
hen: Betrigt die radiale mittlere freie Weglidnge z. B. A; = 0.4 AU und hat der PWSK ein
ausgeprigtes “resonance gap”’, so kommt es in der Anisotropie dritter Ordnung £3, die fiir die
Bestimmung des ¢-Parameters entscheidend ist, zu einem Vorzeichenwechsel, wie man der Ab-
bildung 4.8 entnehmen kann. Haben nun die in einem Energiekanal nachgewiesenen Teilchen
unterschiedliche Geschwindigkeiten, dann wird das Minimum der schnellen Teilchen durch
den positiven Peak der langsameren Teilchen “aufgefiillt”. Der aus den Sektormittelwerten
rekonstruierte Wert fiir die Anisotropie £3 ist demnach systematisch zu gering, wodurch sich
auch fiir die ¢-Werte systematisch zu geringe Werte ergeben. Wie oben erwihnt, diirfte es
sich hierbei aber nur um einen geringfiigigen Effekt handeln, der sich nur dann bemerkbar
macht, wenn sich die PWVs zeitlich stark dndern, d. h. bei groflen Verhéltnissen )\H/ L und
kurzen zeitlichen Injektionen.

Berechnet man die Mittelwerte des ¢-Parameters fiir die in Abbildung 6.7 eingetragenen
Werte, so erhélt man fiir die Elektronen ¢g = 1.45+0.12, fiir die Protonen ¢p = 1.53+0.09 und
fiir die a-Teilchen §a = 1.50£0.10. Der §-Wert der Elektronen ist damit etwas kleiner als der
g-Wert der Protonen, wihrend sich die g-Werte der Protonen und a-Teilchen nur geringfiigig
voneinander unterscheiden. In Anbetracht der sich stark unterscheidenden Steifigkeiten der
Elektronen und Protonen ist dies ein bemerkenswertes Ergebnis.

6.3.1.1 Vergleich mit publizierten Ergebnissen

In der Literatur liegen fiir bestimmte solare Ereignisse Werte fiir den ¢-Parameter vor. So ist
z. B. das Ereignis vom 28. Mérz (doy 88) 1976 auf HELIOS 2 von BIEBER ET AL. [1980]
und NG ET AL. [1983, 1989] untersucht worden. BIEBER ET AL. [1980] verwenden dafiir
die von BIEBER [1977] weiterentwickelte Methode der Fokussierungs-Eigenfunktionen (siehe
Abschnitt 2.3), die aber auf den unrealistischen Fall eines konstanten Verhéltnisses \|/L
festgelegt ist. Daraus ergibt sich unter der Annahme des PWSK aus dem Standardmodell fiir
den E03-Kanal ein Wert von ¢ = 1.20 £ 0.05 und fiir den P4-Kanal von ¢ = 1.26 + 0.07.

NG ET AL. [1983, 1989] verwenden hingegen das Differenzenverfahren von NG AND
WonNa [1979] und WoNG [1982], so daBl ihnen numerische Losungen zur Verfiigung stehen,
die sie an die gemessenen PWVs anpassen konnen. Der mit Hilfe dieser Anpassung ermittelte
Wert betrigt fiir den E03- und den P4-Kanal § =4 4+ 1 und H = 0.02. Dabei ist zu bemer-
ken, daf} sie ein relativ grobes pu-Raster von I = 20 Gitterpunkten verwenden und das von
ihnen benutzte Differenzenverfahren einiger Verbesserungen entbehrt, die in Abschnitt 3.4
aufgefiihrt sind. Ein besonderes Problem dabei sind kleine Funktionswerte des normierten
PWSK &(u), die nach der Gleichung von WONG [1982], S. 34, zu negativen a,;-Werten in der
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Gleichung (3.47) fithren kénnen. NG ET AL. [1983, 1989] diirften, um dies zu verhindern,
eher PWSKs mit groflen ¢-Werten verwendet haben. Das Differenzenverfahren ist namlich
fiir PWSKs mit negativen Funktionswerten nicht stabil, da es in diesem Fall keine Ldsung
der Transportgleichung (2.58) gibt.

Der in dieser Arbeit ermittelte Wert fiir das Ereignis vom 28. Mérz (doy 88) 1976 betréigt
unter Verwendung des PWSK nach dem Standardmodell fiir den E03-Kanal ¢ = 1.5 + 0.1
und fiir den P4-Kanal ¢ = 1.55 +0.1.

Desweiteren ermitteln BEECK AND WIBBERENZ [1986] aus den M,,-Koeffizienten mit
n = 2, 3, 4 fiir das Ereignis vom 8. April (doy 98) 1978 fiir die Elektronen des E03-Kanals
die Werte § = 2.3 £ 0.3 und H = 0.07 £ 0.04 und fiir die Protonen des P4-Kanals die Werte
Gg=122+0.2und H = 0.11 4+ 0.04. Fiir ein weiteres Ereignis am 11. April (doy 101) 1978
auf HELIOS 2 erhalten sie fiir die Elektronen des E03-Kanals die Werte ¢ = 1.2 + 0.2 und
H = 0.00, wobei zu bemerken ist, da} es wegen der kleinen mittleren freien Weglidnge dieses
solaren Ereignisses duflerst schwierig sein diirfte, die vom Betrag her kleinen M,,-Koeffizienten
auszuwerten.

Nach der von BEECK AND WIBBERENZ [1986] vorgestellten Methode berechnen BEECK
AND WIBBERENZ [1990] fiir insgesamt 11 Ereignisse fiir die Protonenkanéle den ¢-Parameter
und erhalten einen Mittelwert von gp = 1.35 + 0.05. Dabei ist zu bemerken, daf es fiir zwei
Ereignisse nicht gelingt, den ¢-Parameter zu bestimmen und weitere drei Ereignisse einen
G-Wert von ¢ < 1 aufweisen. Diese kleinen ¢-Werte konnen sich ergeben, wenn der rdumliche
Verlauf der Fokussierungsldnge von dem Verlauf abweicht, der durch die Archimedische Spira-
le des interplanetaren Magnetfeldes vorgegeben ist, und wenn sich die Fokussierungslénge auf
Skalen der lokalen Umgebung &ndert, wie eigene numerische Berechnungen ergeben haben.
Solare Ereignisse dieser Art kénnen jedoch in der Regel durch die Plasma- und Magnetfeld-
daten identifiziert werden und stehen geméfl der in dieser Arbeit erstellten Auswahlkriterien
fiir eine weitere Auswahl nicht zur Verfiigung.

Die grofite Unsicherheit bei der Verwendung der Methode von BEECK AND WIBBERENZ
[1986] ergibt sich aus dem Umstand, da die diffusive Ndherung mit dem in den Abschnit-
ten 5.3 und 5.4 besprochenen Nédherungscharakter verwendet wird. Die Diskrepanz zwischen
den Mittelwerten der ¢-Werte von ¢ = 1.53 £0.09 in dieser Arbeit und §p = 1.35+0.05 nach
dem Verfahren von BEECK AND WIBBERENZ [1990] ist damit durchaus zu erkléren.

6.3.1.2 Bedeutung fiir die theoretischen Modelle

Das in Abschnitt 2.1.2 angesprochene Standardmodell von JokIp1l [1966] und HASSELMANN
AND WIBBERENZ [1968] ist bis in die jiingste Vergangenheit weiterentwickelt worden. Kiirz-
lich erschienene Zusammenfassungen iiber die wesentlichen Verbesserungen finden sich in
KuNow ET AL. [1991], WANNER [1993], und DROGE [1994]. Die Entwicklung der letzten
Jahre 1&8t sich kurz anhand folgender Begriffe skizzieren:

Die Forderung nach der Slab-Geometrie, d. h. dafl die Wellenvektoren ausschliellich par-
allel und antiparallel zum mittleren Magnetfeld liegen miissen, ist auf weitere Geometrien
erweitert worden. So gibt es das Modell der isotropen Verteilung der Wellenvektoren [FISK
ET AL., 1974; KUNSTMANN, 1979; SMITH, BIEBER, AND MATTHAEUS, 1990] und der schief-
winkligen Alfvén-Wellen [LEE AND VOLK, 1975; JONES, BIRMINGHAM, AND KAISER, 1978;
JAECKEL AND SCHLICKEISER, 1992].

Messungen der Magnetfeldspektren haben ergeben, daf3 sich diese nicht durch einen einzi-
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gen Spektralindex ¢ beschreiben lassen, sondern daf§ ab einer bestimmten Wellenzahl k4 von
~ 1 Hz das Spektrum steiler wird und in den Dissipationsbereich iibergeht, der durch einen
Spektralindex ¢gq zwischen 2.5 und 3.8 beschrieben wird. Das Standardmodell ist dement-
sprechend zu erweitern [ACHATZ ET AL., 1993; DROGE ET AL., 1993|. Zuséitzlich breiten
sich die Magnetfeldfluktuationen, die als Alfvén-Wellen angenommen werden, mit der Alfvén-
Geschwindigkeit va aus, was im Gegensatz zu den als magnetostatisch angenommenen Fluk-
tuationen im Standardmodell steht [SCHLICKEISER, 1988, 1989]. Die Alfvén-Wellen kénnen
dabei beziiglich der Sonne ein- und auslaufen, wobei die auslaufenden Wellen in der inne-
ren Heliosphéire bevorzugt sind [MATTHAEUS AND GOLDSTEIN, 1982; Tu, MARSCH, AND
THIEME, 1989], so daf auch von der Kreuzhelizitét (siehe Definition (6.9)) gesprochen wird.
Beriicksichtigt man, daf} sich die Magnetfeldfluktuationen im Dissipationsbereich oberhalb
der Wellenzahl k4 aus Zyklotron-, Whistler- und Elektron-Zyklotron-Wellen zusammenset-
zen, so ergibt sich fiir diese Wellentypen eine nichtlineare Dispersionsrelation, die sogenannte
nicht-Alfvénsche Dispersionsrelation [ACHATZ ET AL., 1993].

Verlafit man die Quasi-Lineare Theorie und 148t auch Magnetfeldfluktuationen zu, die in
die Groflenordnung des mittleren Magnetfeldes By kommen, so sind nichtlineare Korrekturen
vorzunehmen [JONES, BIRMINGHAM, AND KAISER 1978]. Desweiteren kénnen magnetoaku-
stische Wellen, deren Wellenvektoren senkrecht zum mittleren Magnetfeld gerichtet sind und
die somit nicht zur Resonanzwechselwirkung beitragen, zur Spiegelung der Teilchen bei p = 0
fithren [GOLDSTEIN, 1980; DAVILA AND ScOTT, 1984].

Gibt man die Modellvorstellung auf, dafl es sich bei den Magnetfeldfluktuationen um
Wellen handelt, die sich entsprechend ihrer Dispersionsrelation ausbreiten, dann kann man
die alternative Sichtweise der sogenannten dynamischen Turbulenz annehmen [BIEBER AND
MATTHAEUS, 1991], bei der die nichtlineare Kopplung der Turbulenz fiir unterschiedliche
Wellenzahlen zum Energieaustausch zwischen verschiedenen Wellenzahlen fiihrt. Dieses Mo-
dell der dynamischen Turbulenz wird von BIEBER, WANNER, AND MATTHAEUS [1996] an
eine Geometrie der Wellenvektoren gekoppelt, die aus 20 % Slab- und 80 % quasistatischen,
zweidimensionalen Fluktuationen (2-D Turbulenz) besteht, deren Wellenvektoren senkrecht
zum mittleren Magnetfeld stehen und so kaum zur Streuung der Teilchen beitragen.

Die oben genannten Modelle beeinflussen sowohl die Breite als auch die Tiefe des PWSK.
H&ufig unterscheiden sich die vorhergesagten PWSKs aber nur in Details, die man nur in
einem halblogarithmischen Mafistab erkennen kann. Betrachtet man die Abbildung 5.9 in
Abschnitt 5.3.3, so kann mit den hier zur Verfiigung stehenden gemessenen PWVs in Form
von Legendre-Koeffizienten g, mit n = 0, 1, 2, 3 nicht einmal das Standardmodell ausge-
schlossen werden! Dennoch kénnen die in dieser Arbeit bestimmten ¢-Werte der Elektronen,
Protonen und a-Teilchen so interpretiert werden, dafl ein ausgeprigtes “resonance gap” vor-
liegt, d. h. dal die Streuung in der Umgebung von p = 0 herabgesetzt ist. Betrachtet man die
integrale Grofle des Diffusionswiderstandes aus Gleichung (3.53), so gibt diese ein Ma8 fiir die
Ausgeprigtheit des “resonance gap” an, ohne auf dessen exakte Tiefe und Breite einzugehen.

Ein theoretisches Modell, welches nicht mit einem ausgeprigten “resonance gap” ver-
tréglich ist und damit ausgeschlossen werden kann, ist das Modell der nichtlinearen Korrek-
turen fiir grofle Verhéltnisse

det V/((65)?)
= 6.8
U B (6.8)
Der Parameter 7 ist dabei als ein Maf fiir die relative Stérke der Magnetfeldfluktuationen

aufzufassen. Betrachtet man die Abbildung 6.8, so zeigt sich bereits fiir Verh&ltnisse von
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Abbildung 6.8: Der PWSK £(u) ist fiir die Slab-Geometrie der Magnetfeldfluktuationen und
einen Spektralindex von ¢ = 2 dargestellt. Die Form des PWSK nach dem
Standardmodell ist entsprechend gekennzeichnet (gestrichelte Kurve). Das
“resonance gap”’um den Pitchkosinus p = 0 wird mit zunehmender relati-
ver Stiarke der Magnetfeldfluktuationen, ausgedriickt durch den Parameter 7,
aufgefiillt (Werte nach JONES ET AL. [1978]).

n = 0.1 eine deutlich “Auffiillung” des “resonance gap”, die zu einem Diffusionswiderstand
fithrt, der nicht mit den aus der Messung bestimmten ¢-Werten in Einklang zu bringen ist.

6.3.2 Der 5-Parameter

In Abbildung 6.9 ist der 6-Parameter analog zur Abbildung 6.7 getrennt nach Elektronen
(oberer Teil), Protonen (mittlerer Teil) und «a-Teilchen (unterer Teil) iiber dem radialen
Abstand aufgetragen. Zur Bestimmung der 6-Werte wurde, wie schon bei den ¢-Werten, das
in Abschnitt 6.3 vorgestellte graphische Verfahren verwendet. Eine Bestimmung der 6-Werte
fiir die hochsten Energiekanéle der Protonen und a-Teilchen, d. h. fiir die Kanéle P27 und
A13, konnte wegen eines zu groflen statistischen Fehlers nicht vorgenommen werden. Fiir
die verbleibenden Datenpunkte wurde ein systematischer Fehler von 0.1 angegeben, der
sich aus der graphischen Bestimmungsmethode ergibt und bei dem es sich wiederum (siehe
Abschnitt 6.3.1) um die untere Grenze des Gesamtfehlers handelt.

Betrachtet man zunéchst unabhingig von der Teilchensorte die positiven &-Werte, so
zeigt sich ein schwach abnehmender Trend mit zunehmendem radialen Abstand. Die 6-Werte
einer Teilchensorte fiir verschiedene Energiekanile unterscheiden sich dabei innerhalb des
Fehlerbalkens nicht voneinander.
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Abbildung 6.9: Die aus den stationéren Anisotropien &, mit n = 1, 2, 3 bestimmten 6-Werte

des PWSK sind fiir Elektronen (oberer Teil), Protonen (mittlerer Teil) und
a-Teilchen (unterer Teil) {iber dem radialen Abstand aufgetragen. Die Ener-
giekandle des E6-Experiments sind durch verschiedene Symbole gekennzeich-
net. Die eingezeichneten Fehlerbalken ergeben sich aus dem systematischen
Fehler der graphischen Bestimmungsmethode (siehe Text).

1
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Besondere Aufmerksamkeit verdient das solare Ereignis vom 19. November (doy 323) 1981
auf HELIOS 1, da es das einzige Ereignis ist, fiir das in den Protonenkanélen P4 und P13
negative 6-Werte bestimmt worden sind. Betrachtet man die Magnetfeld- und Plasmadaten in
diesem Zeitraum, so ist jedoch nichts Ungewdthnliches zu bemerken. Lediglich die fiir dieses
FEreignis bestimmte radiale mittlere freie Wegldnge weist im Vergleich zu den anderen in
dieser Arbeit untersuchten Ereignissen den hichsten Wert auf. Fiir die lokale Umgebung, auf
der sich die PWV auf die Ausbreitungsbedingungen einstellt, ergibt sich daher ein grofler
rdumlicher Bereich, so dafl die bei der Berechnung der numerischen Ldsungen gemachten
Annahmen iiber die Ausbreitungsbedingungen moglicherweise in diesem Fall nicht zutrifft.
Dies gilt sowohl fiir die Annahme einer konstanten radialen mittleren freien Weglidnge als
auch fiir die Annahme einer Fokussierungslange, die durch die Archimedische Spirale des
interplanetaren Magnetfeldes bestimmt ist.

Speziell bei der Form der Archimedischen Spirale handelt es sich um die mittlere Rich-
tung des Magnetfeldes, von der das lokal gemessene Magnetfeld in Einzelféllen durchaus iiber
Zeitrdume von mehreren Stunden abweichen kann. Fiir die Fokussierungslinge L ergeben
sich dann natiirlich ebenfalls lokal systematisch abweichende Werte, so dafl die Teilchen ent-
lang der FluBrohre, der sie folgen, eine Fokussierungslinge wahrnehmen, die deutlich von
der aus der Archimedischen Spirale vorgegebenen Fokussierungslinge abweicht. Solche Er-
eignisse konnen z. B. durch sich im interplanetaren Medium ausbreitende koronale Massen-
auswiirfe (coronal mass ejections) hervorgerufen werden. Da es sich bei den in Abbildung 6.9
ausgewerteten Ereignissen jedoch, was diesen Aspekt anbetrifft, um eine zuféllige Auswahl
handelt, konnen die iiberwiegend positiven 6-Werte nicht mit diesen sporadisch auftretenden
systematischen Abweichungen von der charakteristischen Fokussierungslénge erklért werden.
Trotzdem kann es bei einzelnen Ereignissen zu deutlichen Abweichungen kommen, wie das
Beispiel des Ereignisses vom 19. November 1981 zeigt. Das gleiche Argument ist auch fiir
die Annahme einer konstanten radialen mittleren freien Weglinge, d. h. b = 0 (siehe Glei-
chung (2.26)), anzufiihren, da es auch hier fiir einzelne Ereignisse zu Abweichungen kommen
kann, wie das solare Ereignis vom 11. April (doy 101) 1978 auf HELIOS 2 zeigt, fiir welches
VALDES-GALICIA ET AL. [1988] einen b-Wert von b = —1 angeben.

Fiir die Bestimmung der iiber die Elektronen-, Protonen- und a-Teilchenkanéle gemittel-
ten 6-Werte werden die negativen &-Werte nicht beriicksichtigt, so daf} sich fiir die Elektronen
ein Wert von g = 0.36 & 0.11, fiir die Protonen ein Wert von 6p = 0.32 4= 0.13 und fiir die
a-Teilchen ein Wert von 64 = 0.30 £ 0.13 ergibt. Die gemittelten 6-Werte der einzelnen
Teilchensorten weichen somit kaum voneinander ab, obwohl sich die Steifigkeiten der Elek-
tronen und der Protonen deutlich voneinander unterscheiden und obwohl die mittlere freie
Wegliénge der Protonen um den Faktor 1.7 £+ 0.6 (siche Abschnitt 6.2.3.4) grofer ist als die
der Elektronen.

Setzt man die gemittelten 5-Werte in die Gleichung (2.21) des PWSK ein, so ergibt sich
die in Abbildung 2.2 f) dargestellte Form des PWSK, bei der sich die Streuung in den beiden
Halbridumen um den Faktor =~ 2 unterscheidet. Die Teilchen werden also unabhéngig davon,
ob es sich um Elektronen, Protonen oder a-Teilchen handelt, im Verhéltnis doppelt so stark
gestreut, wenn sie in Richtung zur Sonne fliegen als wenn sie in Richtung des interplanetaren
Raumes fliegen!
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6.3.2.1 Vergleich mit publizierten Ergebnissen

Den Autoren BEECK [1987] und BEECK AND WIBBERENZ [1987] ist beim Vergleich der
mittleren freien Weglidngen aus der Fit-Methode mit den aus den M,-Koeffizienten ermit-
telten Werten anhand der solaren Ereignisse vom 22. November (doy 326) 1977 und vom
27. Dezember (doy 361) 1977 aufgefallen, dafi die aus den M,,-Koeffizienten ermittelten mitt-
leren freien Wegléngen um den Faktor =~ 5 grofler sind. Thre Schlufifolgerung lautet, dafl die
Annahme symmetrischer PWSKs zugunsten unsymmetrischer Formen, die mit Hilfe des -
Parameters beschrieben werden koénnen (siche Gleichung (2.21)), aufgegeben werden muf.
WIBBERENZ AND GREEN [1988] bezeichnen dies als interne Uberpriifung auf Konsistenz der
mittleren freien Weglédngen, die sich aus beiden Methoden ergeben. Da die mittleren freien
Wegléngen nicht {ibereinstimmen, kommen sie zu der Schluflfolgerung, dafli der PWSK als
unsymmetrisch angenommen werden muf}. Mit dieser Annahme iiber die Form des PWSK
werten BEECK AND WIBBERENZ [1990] die Protonenkanile von neun solaren Ereignissen
aus und erhalten einen Mittelwert von ép = 0.35 £ 0.09. Es zeigt sich dabei, dafl der 6-Wert
fiir kleinere radiale Abstéinde zunimmt. Der so ermittelte &p-Wert liegt sehr dicht bei dem in
dieser Arbeit ermittelten Wert von 6p = 0.32 + 0.13.

Dies ist erstaunlich, da BEECK AND WIBBERENZ [1990] zum einen die diffusive Né&he-
rung verwenden und zum anderen den M4-Koeffizienten unter der Annahme zur Auswertung
heranziehen, dafl die Form des PWSK durch das Standardmodell (siche Gleichung (2.17)) vor-
gegeben ist. Der Wert des My-Koeflizienten ist jedoch nur mit groflier Unsicherheit behaftet
aus den Mefwerten zu bestimmen und ist zudem von dem (G, H)-Paar abhingig, welches die
Form des PWSK bestimmt (siehe Abschnitt 5.3.3). Verstiindlich wire die Ubereinstimmung
der op-Werte, wenn die Annahme von BEECK AND WIBBERENZ [1990] iiber die Form des
PWSK zutrife. Dies halte ich jedoch angesichts der groffen Unsicherheit des M4-Koeffizienten
und angesichts des Naherungscharakters der diffusiven Néherung fiir unwahrscheinlich und
bin der Meinung, da$ es sich hier um eine zufillige Ubereinstimmung handelt. Gestiitzt wird
meine Vermutung durch die Tatsache, dafl die fiir dieselben Ereignisse ermittelten gp-Werte,
wie in Abschnitt 6.3.1 gezeigt, nicht {ibereinstimmen.

6.3.2.2 Folgerungen in Bezug auf das Ausbreitungsmedium

Als Erklarung fiir die beobachtete Asymmetrie des PWSK kommen prinzipiell mehrere Effekte
in Frage, unter anderem die Polarisation. Diese wird von BEECK AND WIBBERENZ [1990]
jedoch verworfen, da die gemessenen PWVs der Elektronen und Protonen einander zu dhnlich
seien, als dafl man den zu erwartenden Vorzeichenwechsel des -Wertes in den PWVs der
Elektronen beobachten konne. Die durch die Polarisation hervorgerufene Asymmetrie sei
raumlich ladungsvorzeichenabhéngig (siehe Abschnitt 2.1.2), da die Elektronen und Protonen
bei gleichem Magnetfeld einen unterschiedlichen Drehsinn hétten. Stattdessen favorisieren
sie Effekte, die nicht der Resonanzwechselwirkung und damit dem Ladungsvorzeichen der
Teilchen unterliegen (wie z. B. die Spiegelung), dafiir aber von der Ausbreitungsrichtung der
Teilchen abhéngig sind.

Das Argument, dafl die fiir die Polarisation als Ursache der Asymmetrie des PWSK not-
wendige Vorzeichenabhéngigkeit nicht zu beobachten ist, wird hier bestétigt, da der - und
der gp-Wert das gleiche Vorzeichen haben und sogar vom Betrag her gleich sind. Die gemes-
senen PWVs und die daraus abgeleiteten 6-Werte sprechen somit gegen die Polarisation als
Ursache fiir die Asymmetrie des PWSK. Es stellt sich damit die Frage, ob die Polarisation



200 KAPITEL 6. DIE AUSWERTUNG DER MESSDATEN

auch anhand der gemessenen Magnetfeldfluktuationen ausgeschlossen werden kann.

MATTHAEUS, GOLDSTEIN, AND SMITH [1982] haben die Polarisation des Magnetfeldes
anhand von Voyager-Daten bei einem radialen Abstand von 2.8 AU untersucht und eine
Polarisation nur bei niedrigen Frequenzen von ~ 10~° Hz gefunden. Bei hheren Frequen-
zen zwischen 10~ Hz und 10~2 Hz oszilliert der o-Wert hingegen um null in einem Bereich
von 0 = £0.4. Diese Messungen werden im wesentlichen von SMITH AND BIEBER [1993]
bei einem radialen Abstand von 1 AU bestétigt, wobei die Autoren darauf hinweisen, daf]
die fiir niedrige Frequenzen von ~ 107° Hz gefundene Polarisation nur Auswirkungen auf
Teilchen mit einer Steifigkeit von ~ 10 GV bei einem radialen Abstand von 1 AU hat. In
dem Frequenzbereich von > 107° Hz, der fiir die Steifigkeiten der hier betrachteten Teil-
chen von Bedeutung ist, oszilliert die Polarisation hingegen zwischen negativen und positiven
Werten, wie auch die Auswertungen der Magnetfeldmessungen der HELIOS-Satelliten von
BRUNO AND DOBROWOLNY [1986] bei einem radialen Abstand von 0.3 bis 1 AU ergeben.
Von besonderem Interesse ist es natiirlich, die Magnetfeldfluktuationen zum Zeitpunkt der
gemessenen solaren Ereignisse zu untersuchen. OTAOLA AND VALDES-GALICIA [1995] unter-
suchen die Polarisation im Verlaufe von acht solaren Ereignissen auf den HELIOS-Satelliten
und bestétigen, dafl der Effekt der Polarisation wihrend dieser Zeitrdume zu vernachléssigen
sei.

Neueste Untersuchungen von SCHMIDT AND DROGE [1996] spalten die gemessenen Ma-
gnetfeldfluktuationen in vier zirkular polarisierte Wellenmoden auf, indem den zirkular pola-
risierten Wellen zusétzlich zu dem Drehsinn (siehe Gleichung (2.19)) noch eine Ausbreitungs-
richtung zugeordnet wird (4 in Richtung des Magnetfeldes, — entgegengesetzt der Richtung
des Magnetfeldes). Als Resultat erhalten sie Magnetfeldspektren wie im linken Teil der Ab-
bildung 6.10, die aus vier Komponenten bestehen. Bei den so dargestellten Magnetfelddaten
handelt es sich um Daten, die wihrend des Zeitraumes vom Tag 105 bis zum Tag 110.08 des
Jahres 1976 auf HELIOS 2 gemessen wurden. Bei den beiden oberen Kurven im linken Teil
der Abbildung 6.10 handelt es sich um auslaufende und bei den beiden unteren Kurven um
einlaufende Wellen. Es liegt demnach eine deutliche Kreuzhelizitdt vor, die folgendermafien
definiert ist:

act Tig (k) + 11 (ky)

Helky) = Tiot () (69)

Dabei sind Iff (k) und I;;(kn) die wellenzahlabhéngigen Intensitdten der in Richtung des
Magnetfeldes laufenden links- und rechtspolarisierten Wellenmoden der Gesamtintensitét
Tiot (Ky)).-

In dem hier betrachteten Fall iiberwiegen die auslaufenden Wellen im Verhéltnis zu den
einlaufenden Wellen. Die Kreuzhelizitit ist fiir die hier ausgewerteten Energiekanéle aber
nur von sehr geringer Bedeutung, da die Alfvén-Wellen sich mit einer Geschwindigkeit von
va = 134 km/s ausbreiten, die sehr viel kleiner ist als die Ausbreitungsgeschwindigkeit )|
der hier betrachteten Teilchen. Lediglich fiir Teilchen mit einem Pitchkosinus von p = 0 hat
dies eine Bedeutung (siehe SCHLICKEISER [1989]), was die hier zu beobachtende Asymmetrie
iiber grofle Pitchkosinusbereiche jedoch nicht erkléren kann.

Von Interesse ist vielmehr der Unterschied zwischen den gestrichelten (linkslédufige Wellen)
und den durchgezogenen (rechtliufige Wellen) Kurven. Die Definition des Polarisationspara-
meters o kann nun fiir die Ausbreitungsrichtung der Wellen erweitert werden, so dafl man
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Abbildung 6.10: Im linken Teil ist die in vier zirkular polarisierte Wellenmoden aufgespalte-
ne Spektraldichte der Magnetfeldfluktuationen dargestellt. Die oberen Kur-
ven stellen auslaufende und die unteren Kurven einlaufende Wellen dar.
Zusitzlich wird zwischen linksldufigen (gestrichelte Kurven) und rechtlaufi-
gen (durchgezogene Kurven) Wellen unterschieden. Im rechten Teil oben sind
die o-Parameter fiir die auslaufenden (durchgezogene Kurven) und die ein-
laufenden (gestrichelte Kurven) Wellen aufgetragen. Zum Vergleich ist um
—2 verschoben im unteren Teil der o-Parameter dargestellt, wie er sich mit
herkémmlichen Auswertungsmethoden ergibt (aus SCHMIDT AND DROGE
[1996], mit freundlicher Genehmigung).

fiir die in Richtung des Magnetfeldes laufenden Wellen die Definition

k) — IT (k
ot (o) 4 T It)ot(kﬂf){( 1) (6.10)

und fiir die in die entgegengesetzte Richtung laufenden Wellen die Definition

o I (k) — = (k
o~ (k) = - It)ot(kHP){( . (6.11)
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erhélt. Im rechten Teil der Abbildung 6.10 (oben) sind die o+-Werte der auslaufenden Wel-
len (durchgezogene Kurve) und o~ -Werte der einlaufenden Wellen (gestrichelte Kurve) der
im linken Teil der Abbildung gezeigten Komponenten des Spektrums iiber der normierten
Wellenzahl kjjva /wp aufgetragen.® Auch hier bestiitigt sich, daB eine Polarisation nur bei
sehr niedrigen Frequenzen zu beobachten ist, wihrend die Polarisation bei hohen Frequen-
zen um o = 0 schwankt. Ein deutlicher Vorteil der Methode von SCHMIDT AND DROGE
[1996] ist die Beriicksichtigung der Ausbreitungsgeschwindigkeit v5 der polarisierten Wellen,
welche zu unterschiedlichen Dopplerverschiebungen fiir ein- und auslaufende Wellen fiihrt,
wodurch das bei anderen Autoren auftretende typische Rauschen fiir die hGheren Frequenzen
verschwindet. Zum Vergleich ist im rechten Teil der Abbildung 6.10 (unten) die Polarisation
nach Gleichung (2.19) aufgetragen, wie sie sich unter Verwendung der herkémmlichen Aus-
wertungsmethoden ergibt. Die um —2 verschobene Kurve zeigt bei hoheren Frequenzen das
typische Oszillieren der Polarisation zwischen positiven und negativen Werten.

Es bleibt also festzuhalten, dafl auch mit der ausgefeilten Methode von SCHMIDT AND
DROGE [1996] keine Polarisation in den Magnetfeldfluktuationen zu beobachten ist, die die
Asymmetrie des PWSK erklédren konnte.

Die von BEECK AND WIBBERENZ [1990] vorgeschlagene Erkliarung durch Spiegelung der
Teilchen an magnetoakustischen Wellen ist auch eher unwahrscheinlich, da dies speziell den
Pitchkosinus um p = 0 betreffen sollte. Die beobachtete Asymmetrie des PWSK geht jedoch
iiber groe Bereiche des PWSK, da der go-Koeffizient, auf dessen Wert die hier abgeleite-
te Asymmetrie beruht, kaum auf Strukturen reagiert, die nur kleine Pitchkosinusbereiche
iiberdecken.

6.4 Folgerungen in Bezug auf das Ausbreitungsmodell

6.4.1 Die Wahl der Ausbreitungsbedingungen

Nimmt man an, daf§ die Transportgleichung (2.1) fiir die energiereichen geladenen Teilchen
eine angemessene Beschreibung darstellt, dann bleibt zu hinterfragen, ob die bisher gemachte
Annahme tiber sich auf kleinen rdumlichen Skalen nur geringfiigig &ndernde Ausbreitungsbe-
dingungen zu idealisiert ist. Auf kleinen rdumlichen Skalen entlang der Fluirohre kénnte es
zu Abweichungen vom analytisch vorgegebenen Verlauf sowohl fiir die Fokussierungslinge L
als auch fiir die radiale mittlere freie Weglédnge A, kommen.

Messungen des Magnetfeldes zeigen neben den in Abschnitt 6.3.2 erwahnten grofiskaligen
Abweichungen durchaus auch kleinskalige Abweichungen. Die sich entlang einer Flufiréhre
ausbreitenden Teilchen diirften daher eine Fokussierungslédnge wahrnehmen, die nur im Mit-
tel der aus der Archimedischen Spirale des interplanetaren Magnetfeldes abgeleitete Fokus-
sierungslidnge folgt. Betrachtet man desweiteren die gemessenen Magnetfeldfluktuationen, so
zeigen diese bereits auf Zeitskalen von einer Stunde in der Spektraldichte eine grofle Va-
riation, wie jiingst durchgefithrte Untersuchungen (siche WANNER [1993], S. 76ff.) ergeben
haben. WANNER UND WIBBERENZ [1993] interpretieren dies als eine “schachbrettartige”
Struktur des interplanetaren Magnetfeldes. Dieser auch als rdumliche Intermittenz bezeich-
nete plotzliche Ubergang zu turbulenten Strukturen mit den entsprechenden Auswirkungen

Die von SCHMIDT AND DROGE [1996] berechneten Polarisationsparameter sind mit dem Faktor —1 zu
multiplizieren, da ihre Definition der Polarisation verschieden von den hier verwendeten Definitionen (6.10)
und (6.11) ist.
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auf die Ausbreitungsbedingungen ist zudem ein aktuelles Forschungsgebiet des Sonnenwindes
(siche MARSCH, TU, AND ROSENBAUER [1996]). Demnach koénnte die gemachte Annahme
iiber eine konstante radiale mittlere freie Weglénge zumindest auf kleinen rdumlichen Skalen
durchaus verletzt sein.

Testweise durchgefiihrte numerische Rechnungen mit sich auf kleinen rdumlichen Skalen
periodisch dndernden Ausbreitungsbedingungen haben gezeigt, dal die PWVs auch in die-
sem Fall im wesentlichen iiber die Ausbreitungsbedingungen der lokalen Umgebung mitteln.
Physikalisch ist dies verstdndlich, da sich die Teilchen bei der Ausbreitung entlang einer
FluBirohre nicht beliebig schnell auf die sich kleinskalig #ndernden Ausbreitungsbedingungen
einstellen kénnen. Demnach kann aus den gemessenen PWVs nur auf Ausbreitungsparameter
geschlossen werden, die im statistischen Mittel die in der lokalen Umgebung vorherrschenden
Ausbreitungsbedingungen wiedergeben. Es ist somit nicht moglich, anhand der gemessenen
PWYVs festzustellen, ob eine “schachbrettartige” Struktur des interplanetaren Magnetfeldes
vorliegt.

Die in Abschnitt 6.1 diskutierte potentielle “Streifigkeit” des interplanetaren Magnetfel-
des und damit der Ausbreitungsbedingungen hitte hingegen einen Einflufi auf die zu mes-
senden PWVs. Bedingt durch die kontinuierlich stattfindende Korotation entspricht der zeit-
lichen Mittelung der PWVs sowohl durch den Mefiprozess als auch zusétzlich durch das hier
verwendete Auswertungsverfahren einer Mittelung iiber verschiedene PWVs benachbarter
Flufirohren. Dabei kommt es zu gemittelten Legendre-Koeffizienten (g,;s), die nicht mehr not-
wendigerweise mit den iiber die Fluirohren gemittelten Ausbreitungsbedingungen konsistent
sind. Dies wird im folgenden verdeutlicht.

Betrachtet man die Legendre-Koeffizienten g1 und gos, die fiir den Fall des PWSK aus
dem Standardmodell fiir ein Verhéltnis A|/L < 1 in den Gleichungen (A.13) und (A.14) im
Anhang A angegeben sind, so ergeben sich fiir & = 0 folgende Proportionalitéiten:

2

J1s X ﬂ und gos X <)\—> (6.12)
L L

Diese unterschiedliche Abhéngigkeit der Legendre-Koeffizienten g1 und ¢gos vom Verhéltnis

Ajj/L ist auch deutlich in den Abbildungen 4.10 und 4.11 zu erkennen. Die Kurven der

stationdren Anisotropien £15 o g15 und £o5 < g15 verhalten sich bei einer Vervierfachung von A,

bzw. von \| deutlich verschieden. Mittelt nun der Mefiprozess iiber die in der Gleichung (6.12)

gezeigten Proportionalitdten, so ergibt sich:

(g15) <%> und  (g2s) <<%>2> (6.13)

Fiir den (gas)-Koeffizienten bedeutet dies, daB keine unmittelbare Mittelung (()/L))? iiber
die Ausbreitungsbedingungen stattfindet. Zeigt nun das Verhiltnis \|/L eine starke Varia-
tion zwischen den verschiedenen Flufirohren, so ergeben das Quadrat des arithmetischen
Mittels und das Mittel iiber die Quadrate des Verhiltnisses \|/L unterschiedliche Werte.
Dieser Effekt wird jedoch nicht bei dem in Abschnitt 6.3 vorgestellten Auswertungsverfahren
beriicksichtigt. Stattdessen gilt fiir die Losungen der numerischen Transportgleichung der in
der Gleichung (6.12) dargestellte Zusammenhang.

Als Folge davon werden die Legendre-Koeffizienten nicht korrekt interpretiert, und man
erhélt aus den Legendre-Koeffizienten (gi5) und (gos) unterschiedliche mittlere freie Weg-
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lingen \||, die scheinbar im Widerspruch zueinander stehen. Dies geschieht unabhéngig da-
von, ob die PWVs der Elektronen oder der Protonen ausgewertet werden. Eine Erhéhung
des d-Wertes in der numerischen Simulation behebt diesen scheinbaren Widerspruch, indem
die berechneten gos-Koeflizienten in ihrem absoluten Wert angehoben werden, um sie den ge-
messenen (gos)-Koeffizienten anzupassen. Insofern stellen die in Abschnitt 6.3.2 bestimmten
von null verschiedenen positiven 6-Werte ein starkes Indiz fiir die “Streifigkeit” der Ausbrei-
tungsbedingungen im interplanetaren Medium dar. Dieselbe Schlufifolgerung wurde bereits
im Abschnitt 6.1 aus den deutlich variierenden Zeitreihen der Ms- und Ms-Werte gezogen.

Die Situation fiir den (gss)-Koeffizienten beziiglich der Mittelung iiber das Verhéltnis A /L
ist vergleichbar mit der des (g;5)-Koeffizienten. Zudem sind die aus einer Auswertung der &ss-
und M3s-Werte hervorgegangenen §-Werte untereinander konsistent. Damit ist auszuschlie-
Ben, dafl ein unter einer falschen Annahme iiber die rdumliche Abhéngigkeit der radialen
mittleren freien Weglédnge bestimmter gos-Koeffizient als Ursache fiir die von null verschie-
denen 6-Werte in Frage kommt. Desweiteren wird in der Abbildung 6.1 deutlich, dafl auch
die Form des PWDK kleinskaligen raumlichen Variationen unterworfen sein kann. Dies zieht
bei einer Auswertung des (gss)-Koeffizienten die Bestimmung eines entsprechend gemittelten
G-Parameters nach sich.

6.4.2 Die Wahl der Transportgleichung

Abschlieflend soll die grundsétzliche Frage erortert werden, ob die hier verwendete Transport-
gleichung (2.1) das Problem der Teilchenausbreitung angemessen beschreibt. Die Transport-
gleichung ist als Uberlagerung der als unabhiingig voneinander angenommenen Effekte der
Fokussierung und der Pitchwinkelstreuung konstruiert. Es besteht kein Zweifel, dafl die Form
des Fokussierungsterms unabhéngig von der Streuung ist; anders sieht es jedoch mit dem
Streuterm selbst aus. Die theoretischen Modelle der Pitchwinkelstreuung gehen in der Regel
von einem homogenen mittleren Magnetfeld aus, um die ohnehin schon sehr aufwendigen
Berechnungen nicht noch komplizierter zu gestalten. Die Streuung in der inneren Heliosphére
findet jedoch in einem inhomogenen Magnetfeld statt. Ist nun die Streuung sehr schwach,
d. h. die mittlere freie Weglénge sehr grof}, dann findet der Streuprozefl auf rdumlichen
Skalen statt, auf denen sich die Inhomogenitét des interplanetaren Magnetfeldes bemerkbar
macht. Andererseits sollte es eine angemessene Naherung sein, bei kleinen mittleren freien
Wegléngen von einem homogenen Magnetfeld in dem den Streuprozef3 betreffenden raumli-
chen Bereich auszugehen. Sollte der im inhomogenen Magnetfeld stattfindende Streuprozef3
Ursache fiir die beobachtete Asymmetrie des PWSK sein, dann sollte die Stirke der Asym-
metrie demnach von der Gréfle der mittleren freien Weglédnge abhéngig sein. Vergleicht man
jedoch die 6-Werte der Elektronen und der Protonen miteinander, die unabhéngig von ih-
rem Drehsinn in gleicher Weise auf das inhomogene Magnetfeld reagieren, so ergeben sich
nahezu die gleichen Werte, obwohl die mittlere freie Weglénge der Protonen im Mittel um
den Faktor 1.7 grofer ist als die der Elektronen. Demnach scheint der Streuprozef3 bei den
in dieser Arbeit ausgewerteten Ereignissen noch auf rdumlichen Skalen stattzufinden, fiir die
ein ndherungsweise homogenes mittleres Magnetfeld angenommen werden kann.

Als weiteren Kritikpunkt kann man anfiihren, dafl die Beschreibung des Streuprozesses
durch einen Diffusionsterm in g nicht angemessen ist. Findet der Streuprozef§ unter grober
Verletzung der Alfvénschen Niherung statt, d. h. bei sich auf kleinsten rdumlichen Skalen
stark dnderndem Magnetfeld, dann konnen die Teilchen ihren Pitchwinkel um groflie Be-
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trige dndern. In diesem Fall konnte man den Streuprozef beispielsweise durch eine Matrix
beschreiben, die die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den unterschiedlichen Pitchwin-
keln angibt. Dagegen spricht jedoch der ¢-Wert, der in Abschnitt 6.3.1 bestimmt wurde und
der ein deutliches “resonance gap” aufzeigt, das mit den groben Vorgaben des Standard-
modells fiir einen typischen Spektralindex von ¢ = 1.6 iibereinstimmt. Die Bedeutung der
Resonanzwechselwirkung scheint damit bestatigt.

Die zweidimensionale Transportgleichung (2.1) beschrinkt sich auf Losungen in den Koor-
dinaten Bogenlédnge s und Pitchkosinus i bzw. die dreidimensionale erweiterte Transportglei-
chung (4.1) auf Losungen mit der zusétzlichen Koordinate des Betrags der Geschwindigkeit v.
Im Vergleich zur sechsdimensionalen Focker-Planck-Gleichung handelt es sich somit um ein
stark reduziertes Modell. Die Beschrinkung auf Pitchwinkelverteilungen scheint durchaus
gerechtfertigt zu sein, wie man z. B. anhand der guten Ubereinstimmung zwischen der Ma-
gnetfeldrichtung und der aus den PWVs ermittelten Symmetrieachse schlieflen kann (siehe
Abschnitt 1.3.1). Dennoch stellt die Vernachléssigung eines senkrecht zum Magnetfeld statt-
findenden Teilchentransports, d. h. von senkrechten Driften und senkrechter Diffusion, eine
signifikante Vereinfachung dar. Eine entsprechende Erweiterung der hier verwendeten Trans-
portgleichung scheint daher wiinschenswert, um die Aussagekraft des numerischen Modells
zu erhohen. Der damit verbundene grofiere Rechenaufwand diirfte duch die voranschreitende
Rechnerentwicklung kompensiert werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden in der inneren Heliosphire bei einem radialen Abstand von 0.3 AU
bis 1 AU gemessene Pitchwinkelverteilungen (PWVs) energiereicher geladener Teilchen mit
den aus einem theoretischen Transportmodell vorhergesagten PWVs verglichen, um so Riick-
schliisse auf die Streueigenschaften des interplanetaren Mediums ziehen zu kénnen. Das Trans-
portmodell ist in Form einer partiellen Differentialgleichung (PDGI) formuliert, fiir die jedoch
keine analytische Losung bekannt ist, welche allgemeine Ausbreitungsbedingungen der Teil-
chen beriicksichtigt, so dafl numerische Losungsmethoden angewandt werden miissen. Da die
PDGI (2.1) kein Modellproblem der Numerik darstellt, kénnen keine Standardprogrammpa-
kete zur Losung der PDGI verwendet werden.

Ausgehend von einem Programm, das von NG AND WONG [1979] und WONG [1982]
geschrieben und von SCHLUTER [1985] in der Struktur umgeschrieben worden ist, werden in
der vorliegenden Arbeit wesentliche Verbesserungen an den numerischen Losungsmethoden
vorgenommen. Dies ist notwendig, da die gemessenen PWVs detailliert untersucht werden;
die numerisch berechneten Losungen und die daraus berechneten PWVs diirfen also nur mit
einem geringen Approximationsfehler behaftet sein. Weniger hoch sind hingegen die Anfor-
derungen an die Approximationsgenauigkeit der numerischen Losungen, wenn es sich um die
Auswertung der omnidirektionalen Intensitdt und der Anisotropie erster Ordnung handelt.

Interessanterweise ist die numerische Berechnung der PWVs fiir diejenigen Ausbreitungs-
parameter besonders anspruchsvoll, die fiir die physikalische Interpretation von besonderer
Bedeutung sind. Da es sich bei dem Pitchkosinus-Transport um ein Konvektions-Diffusions-
Problem handelt, sind dies die Ausbreitungsbedingungen, in denen das Verhéltnis ), /L zwi-
schen der mittleren freien Weglénge A|| und der Fokussierungslénge L besonders grof wird,
die Zellen-Reynoldszahl also besonders grofle Werte annimmt. Dies tritt zum einen bei kleinen
radialen Abstédnden von der Sonne und/oder bei schwacher Streuung, d. h. bei groflen mittle-
ren freien Wegléngen, auf und zum anderen bei Pitchwinkeldiffusionskoeffizienten (PWSKs),
die nur eine sehr geringe Streuung im Bereich um g = 0, d. h. ein sogenanntes “resonance
gap”, aufweisen. Desweiteren wird eine verbesserte Kopplung des raumlichen Transportes mit
dem des Pitchkosinus-Transportes verwendet, wodurch sich bessere numerische Lésungen bei
kleinen mittleren freien Weglédngen ergeben. Im Rahmen einer Verbesserung des raumlichen
Transportes wird die numerische Diffusion effizienter unterdriickt, die unter anderem bei
den numerisch berechneten Losungen zu Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Teilchen fiihrt,
welche die realen Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Teilchen iibertreffen. Dies ist besonders
dann hinderlich, wenn man vom Zeitpunkt des Beginns eines solaren Ereignisses R iickschliisse
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auf den Zeitpunkt der Beschleunigung der Teilchen in der Ndhe der Sonne ziehen mochte.

Neben der Approximationsgenauigkeit der numerischen Losungen wurde besonderer Wert
auf die Effizienz des verwendeten Differenzenverfahrens gelegt, da die Berechnung der fiir die
Auswertung der gemessenen PWVs nétigen stationiren Losungen sehr aufwendig ist. Bei ei-
nem Vergleich der numerischen Lésungen mit den Losungen nach dem Differenzenverfahren
von RUFFOLO [1991] hat sich ergeben, dafl das in dieser Arbeit verwendete Differenzenver-
fahren bei vergleichbarer Approximationsgenauigkeit um zwei Groflienordnungen schneller ist.
Von Vorteil ist die Effizienz des Differenzenverfahrens weiterhin bei der Losung der erweiterten
Transportgleichung (4.1), in welcher die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezele-
ration beriicksichtigt werden. Die Transportgleichung (2.1) wird dabei um die Koordinate des
Impulses erweitert, wodurch der Rechenaufwand des Differenzenverfahrens erheblich steigt.
Ausgehend von dem von RUFFOLO [1995] vorgestellten Differenzenverfahren werden Verbes-
serungen vorgenommen, so dafl die Approximationsgenauigkeit der numerischen Losungen
steigt. Auf diese Weise kann gezeigt werden, dafi die numerisch berechneten PWVs im mit
dem Sonnenwind mitbewegten Bezugssystem in der Spéatphase eines solaren Ereignisses ge-
gen schwach anisotrope Verteilungen streben. Dies steht im Gegensatz zu der in der Literatur
weit verbreiteten Meinung, daf3 sich fiir lange Ausbreitungszeiten isotrope PWVs einstellen.

Grofie Bedeutung fiir diese Arbeit hat das jiingst von BIEBER [1996] aufgestellte steady-
state-Theorem, das eine Proportionalitét zwischen der stationédren Losung und den iiber der
Zeit integrierten zeitabhingigen Losungen herstellt. Der Beweis von BIEBER [1996] wurde
vereinfacht und auf die erweiterte Transportgleichung ausgedehnt. Das steady-state-Theorem
wird erfolgreich zur Uberpriifung der Differenzenverfahren der Transportgleichung (2.1) und
der erweiterten Transportgleichung (4.1) verwendet. Dies ist besonders bei der erweiterten
Transportgleichung von Nutzen, da es wegen der Komplexitit der PDGI (4.1) keine ange-
messenen analytischen Losungen fiir Spezialfille der Ausbreitungsbedingungen gibt, um das
Differenzenverfahren zu iiberpriifen.

Die grundsatzliche Bedeutung des steady-state-Theorems liegt jedoch in der Tatsache,
dafl die gemessenen PWVs auf die stationéren Losungen reduziert werden kénnen. Die stati-
onédren Losungen sind damit unabhéngig vom Injektionsprofil, wodurch die Bestimmung der
Ausbreitungsparameter aus den gemessenen PWVs wesentlich vereinfacht wird. Der hohe
numerische Rechenaufwand zur Berechnung der stationéren Losungen, die zum Vergleich mit
den aus den gemessenen PWVs mit Hilfe des steady-state-Theorems berechneten stationéren
PWVs erforderlich sind, mufl daher nur einmal investiert werden.

Desweiteren ist es notwendig, die stationdren Losungen der Transportgleichung (2.1) mit
denen der erweiterten Transportgleichung (4.1) zu vergleichen, da die wegen des steady-state-
Theorems geforderte Integration iiber das gesamte zeitliche Profil des solaren Ereignisses
die Effekte der Konvektion und der adiabatischen Dezeleration an EinfluB zunehmen 1&8t.
Diese Effekte machen sich besonders in der Spétphase der solaren Ereignisse bemerkbar,
wie an den berechneten Losungen der erweiterten Transportgleichung zu erkennen ist. Der
Vergleich der stationéren Losungen zeigt jedoch, daf3 die relativen Effekte der Konvektion
und der adiabatischen Dezeleration lediglich bei sehr kleinen mittleren freien Wegléngen zu
beriicksichtigen sind. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Teilchen im MeV Bereich haben
sie im allgemeinen nur einen geringen Einflul. Da das Ausmafl dieser Effekte quantitativ
angegeben werden kann, ist es moglich, im weiteren Verlauf der Arbeit mit der einfacher zu
handhabenden Transportgleichung (2.1) zu rechnen.

Bestimmt man die Ausbreitungsbedingungen aus den nach dem steady-state-Theorem
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aufintegrierten PWVs, indem man diese mit den numerisch berechneten Lisungen der Trans-
portgleichung (2.1) vergleicht, so kommt man ohne Ndherungen aus. Viele Autoren gehen hin-
gegen von der sogenannten diffusiven Naherung aus, die fiir starke Streuung eine Ndherung
der Transportgleichung (2.1) darstellt. Da die diffusive Ndherung im Zusammenhang mit der
Bestimmung der Ausbreitungsparameter aus den gemessenen PWVs eine so grofie Bedeutung
erlangt hat, wird der Naherungscharakter dieser Art der Bestimmung anhand der numeri-
schen zeitabhéngigen und stationéren Losungen der Transportgleichung (2.1) untersucht. In
diesem Zusammenhang wird gezeigt, daf§ die normierte Verteilungsfunktion und die loka-
le Kennfunktion dquivalente Beschreibungen des anisotropen Anteils der PWVs darstellen.
Je nachdem, ob die diffusive Ndherung als Naherung der stationdren oder der zeitabhéngi-
gen Transportgleichung (2.1) verwendet wird, ist der N#herungscharakter mehr oder weniger
stark ausgeprégt.

So zeigt sich, dafl die normierte Verteilungsfunktion der stationéren Losung und der diffu-
siven Naherung einander sehr dhnlich sind, falls die Ausbreitungsbedingungen in der lokalen
Umgebung, in der sich die PWVs auf die Ausbreitungsbedingungen einstellen, konstant sind.
Die Grofle des Verhéltnisses )| /L ist dabei ohne Bedeutung. Nur indirekt macht sich eine
Abhingigkeit vom Verhiltnis A /L bemerkbar, da mit gréfier werdendem Verhéltnis ||/ L die
lokale Umgebung an rdumlicher Ausdehnung zunimmt, und so die Forderung nach konstan-
ten Ausbreitungsbedingungen nicht mehr zu erfiillen ist. Die normierte Verteilungsfunktion
stellt daher besonders bei grofien radialen Absténden von der Sonne sowie bei kleinen radia-
len Abstéinden und kleinen mittleren freien Weglédngen eine gute Nédherung der stationdren
Losung der Transportgleichung (2.1) dar. Bei kleinen radialen Absténden und mittleren bzw.
groflen mittleren freien Weglédngen kann es jedoch zu deutlichen Unterschieden kommen. In
diesem Bereich 148t sich dann die normierte Verteilungsfunktion nicht mehr als Funktion
des Verhiltnisses \||/L auffassen. Dort, wo die normierte Verteilungsfunktion der diffusiven
Naherung jedoch Giiltigkeit hat, lassen sich aus den Ausbreitungsbedingungen Erkenntnisse
iiber die Abhéngigkeit der Legendre-Koeffizienten gewinnen, mit denen die PWVs beschrie-
ben werden konnen. Die Ausbreitungsbedingungen lassen sich dabei durch die folgenden
Parameter charakterisieren: Das Verhéltnis A/ L stellt ein MaB fiir das Verhiltnis zwischen
Streuung und Fokussierung dar, die Parameter ¢, H und & beschreiben die Form des PWSK.
Speziell fiir die Parameter ¢ und H, welche die Breite und die Tiefe des “resonance gap”
angeben, zeigt sich, dafl mit den hier vorliegenden Messungen nicht zwischen verschiedenen
(g, H)-Paaren unterschieden werden kann. Die genaue Breite und Tiefe des “resonance gap”
ist somit nicht zu bestimmen, und es kann lediglich ein integrales Mafi des Diffusionsstroms
durch das “resonance gap” hindurch angegeben werden.

Betrachtet man die diffusive Ndherung als Niherung der Losung der zeitabhéngigen Trans-
portgleichung (2.1), so zeigt sich, daf sich nur zum Zeitpunkt des Maximums der omnidi-
rektionalen Intensitédt und bei kleinen Verhéltnissen \||/L eine zufriedenstellende Uberein-
stimmung ergibt. Dies ist eine Bestéitigung des zunéchst empirisch von KRAHMANN [1979]
gefundenen Zusammenhangs, der in dieser Arbeit begriindet wird. Eine zeitlich nahezu kon-
stante normierte Verteilungsfunktion bzw. lokale Kennfunktion, wie sie von einigen Autoren
vertreten wird, ist damit selbst bei kleinem Verhéltnis \|/L nicht zu beobachten. Als Folge
daraus lassen sich Zeitreihen fiir beliebige Ausbreitungsbedingungen nicht aus den gemesse-
nen PWVs bestimmen.

Dennoch 148t sich fiir bestimmte Ausbreitungsbedingungen zumindest zeigen, daf} die
lokal gemessenen PWVs Schwankungen unterworfen sind, die ihre Ursache nicht in der Z#hl-
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statistik haben, sondern in den sich lokal &ndernden Ausbreitungsbedingungen von Flufirhre
zu Flufirohre. Dem Ausbreitungsmedium kann damit eine gewisse “Streifigkeit” zugeordnet
werden. In Richtung der FluBrohre mitteln die PWVs hingegen {iber die Ausbreitungsbedin-
gungen der lokalen Umgebung hinweg, die sich in etwa in der Groflenordnung der mittleren
freien Weglidnge befindet.

Berechnet man nun mit Hilfe des steady-state-Theorems die stationdren PWVs, so sind
diese als Mittel iiber die PWVs und damit iiber die Ausbreitungsbedingungen in den verschie-
denen Flufirohren zu verstehen. Dabei erfolgt eine Wichtung mit der Anzahl der Teilchen, so
dafl besonders die Ausbreitungsbedingungen zum Zeitpunkt des Maximums der omnidirek-
tionalen Intensitdt die stationdre PWV dominieren.

Ausgehend von der gemessenen stationédren Anisotropie &15 wird ein graphisches Bestim-
mungsverfahren vorgestellt, das es ermoglicht, ohne Annahmen iiber die Injektionsfunktion
die radiale mittlere freie Weglénge zu bestimmen. Lediglich der radiale Verlauf der mittleren
freien Weglinge A, mufl z. B. als konstant vorausgesetzt werden. Dieses graphische Bestim-
mungsverfahren erfordert im Gegensatz zu dem herkommlichen Fit-Verfahren weder grofie
Erfahrung des Anwenders noch die numerische Losung der Transportgleichung fiir unter-
schiedliche Teilchengeschwindigkeiten und Injektionsprofile. Die bestimmten radialen mittle-
ren freien Wegléngen stimmen innerhalb ihrer Unsicherheiten mit den aus der Fit-Methode
bestimmten Werten iiberein. Die Ergebnisse beider Methoden stiitzen sich somit gegenseitig.

Die aus der Fit-Methode fiir auf den HELIOS-Satelliten gemessene solare Ereignisse be-
stimmten radialen mittleren freien Wegléngen stammen hauptséchlich aus den Kanélen E03
(Elektronen), P4, P13 und P27 (Protonen). Es werden fiir weitere solare Ereignisse in diesen
Energiekanilen radiale mittlere freie Weglédngen bestimmt und zusétzlich die Elektronen des
E08-Kanals und die a-Teilchen der Kanile A2, A4 und A13 systematisch ausgewertet. Die
von KALLENRODE [1993] erzielten Ergebnisse werden dabei bestétigt und auf eine breitere
Datengrundlage gestellt:

Die Annahme einer konstanten radialen mittleren freien Weglédnge steht nicht im Wider-
spruch zu den bei einem radialen Abstand zwischen 0.3 AU und 1 AU gemessenen radialen
mittleren freien Weglidngen. Eine Steifigkeitsabhéngigkeit der mittleren freien Weglédnge ist in
den Protonen-Kanélen nicht zu beobachten; dafiir zeigt sich jedoch beim Vergleich der mitt-
leren freien Weglédngen des E03- und des P13-Kanals eine im Mittel um den Faktor 1.7 + 0.6
groflere mittlere freie Wegléinge der Protonen des P13-Kanals. Dieser Wert steht in sehr guter
Ubereinstimmung mit den von KALLENRODE [1993] und BIEBER ET AL. [1994] ermittelten
Werten von 1.6+£0.9 und 1.8 und zeigt erneut, dal das Standardmodell mit dieser gemessenen
Steifigkeitsabhiingigkeit der mittleren freien Weglénge nicht in Ubereinstimmung steht.

Unter Hinzunahme der stationiren Anisotropien £os und &35 wird das graphische Bestim-
mungsverfahren so erweitert, dafl der PWSK fiir gemessene solare Ereignisse in Form der
Parameter ¢, H und & bestimmt werden kann. Wie oben bereits erwihnt, ist es dabei nicht
moglich, verschiedene (g, H)-Paare zu unterscheiden; d. h., die genaue Bestimmung der Breite
und Tiefe des “resonance gap” kann mit den stationdren Anisotropien £,s mit n = 1, 2, 3
nicht erfolgen. Es wird daher H = 0 gesetzt, um einen der beiden Freiheitsgrade ¢ und H
festzulegen, so dafl im weiteren Verlauf der Auswertung der ¢-Parameter bestimmt werden
kann. Eine deutliche radiale Abhéngigkeit der bestimmten §-Werte kann dabei ebensowenig
festgestellt werden wie eine Abhéngigkeit von der Steifigkeit zwischen den Energiekanilen
einer Teilchensorte. Lediglich zwischen den gemittelten ¢-Werten der Elektronen-Kanéle von
ge = 1.45 £ 0.12 einerseits und der Protonen- und a-Teilchen-Kanile von ¢p = 1.53 £ 0.09
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und §ga = 1.50 £ 0.10 andererseits kann ein Unterschied festgestellt werden. Es zeigt sich
somit fiir alle hier untersuchten Energiekanéle ein “resonance gap”, das fiir die Protonen und
a-Teilchen stark ausgeprigt ist. Die theoretischen Modelle der Teilchenstreuung, die auf der
Resonanzwechselwirkung beruhen, scheinen somit im wesentlichen bestétigt, da sich fiir die
hier bestimmten ¢-Werte auch nach den theoretischen Modellen ein “resonance gap” ergibt.
Andererseits konnen Modelle, welche nichtlineare Korrekturen beriicksichtigen und so mit
steigender relativer Stirke der Magnetfeldfluktuationen das “resonance gap” auffiillen, auf
einen unteren Wert der relativen Stérke der Magnetfeldfluktuationen begrenzt werden. Eine
Unterscheidung zwischen verschiedenen Modellen, die mit unterschiedlichen Geometrien der
Ausbreitungsrichtungen der Wellen arbeiten, ist wegen der ungenauen Bestimmung der Form
des “resonance gap” nicht moglich, so dafl die hier bestimmten Formen des PWSK sogar mit
dem Standardmodell konsistent sind.

Bei der Bestimmung des 6-Parameters zur Darstellung von unsymmetrischen PWSKs
zeigt sich, dal die gemessenen stationdren Anisotropien &og systematisch zu hoch liegen, um
sie mit einem identisch verschwindenden 6-Parameter, d. h. & = 0, erkldren zu kénnen. Nimmt
man daher einen von null verschiedenen 6-Parameter an, so ergibt sich eine Asymmetrie des
PWSK von der Art, daf§ die Teilchen unabhéngig von der Teilchensorte stéirker gestreut
werden, wenn sie in Richtung zur Sonne fliegen als wenn sie sich von der Sonne weg bewegen.
Die gemittelten 6-Werte lauten fiir die Elektronen 6 = 0.36 £ 0.11, fiir die Protonen 6p =
0.32 & 0.13 und fiir die a-Teilchen 65 = 0.30 4+ 0.13, wobei sich leicht erhéhte Werte bei
geringerem radialen Abstand von der Sonne zeigen.

Ein Erkldrungsversuch, der die so gemessenen -Werte auf eine Polarisation des Magnet-
feldes zuriickfiihrt, scheitert, da weder die dann notwendige Ladungsvorzeichenabhéngigkeit
beobachtet wird noch irgendein Hinweis auf Polarisation aus den gemessenen Magnetfeld-
fluktuationen vorliegt, der die hier beobachtete Asymmetrie des PWSK erklédren konnte.
Stattdessen konnen die zu hohen gemessenen stationdren Anisotropien £o4 auch als Resultat
des Auswertungsprozesses interpretiert werden.

Zur Bestimmung der stationdren Anisotropien werden die PWVs iiber einen ldngeren
Zeitraum aufsummiert, so dafl es bedingt durch die Korotation des interplanetaren Magnet-
feldes zur Summation von PWVs kommt, die aus benachbarten Flufirhren stammen. Unter
der Annahme, daf} sich die Ausbreitungsbedingungen beziiglich des Verhéltnisse )| /L in den
FluBrohren unterscheiden, kommt es beim Mittelungsprozess zur Entstehung von “hybriden”
PWVs, denen keine realen Ausbreitungsbedingungen zugrundeliegen. Die zur Auswertung
herangezogenen numerisch berechneten PWVs stellen sich hingegen auf die analytisch vorge-
gebenen Ausbreitungsbedingungen innerhalb einer einzelnen Flufirohre ein. Es ist daher sehr
wahrscheinlich, dal aus diesem Grund die numerisch berechneten PWVs fiir einen verschwin-
denden &6-Wert nicht mit den gemessenen “hybriden” PWVs zur Deckung gebracht werden
konnen. Gestiitzt wird diese Vermutung durch die deutlich variierenden Zeitreihen der die
gemessenen PWVs charakterisierenden Legendre-Koeffizienten. Insofern stellt der scheinbar
von null verschiedene positive 6-Wert ein starkes Indiz fiir unterschiedliche Ausbreitungsbe-
dingungen in benachbarten Flufiréhren im interplanetaren Medium dar.

Eine Aussage iiber sich innerhalb einer Fluirchre auf kleinen rdumlichen Skalen &ndernde
Ausbreitungsbedingungen kann hingegen nicht getroffen werden, da die PWVs innerhalb der
lokalen Umgebung iiber die Ausbreitungsbedingungen hinwegmitteln.



Anhang A

Die Berechnung von G(u)

Es folgt die Berechnung von A nach Gleichung (2.15) und G(u) nach Gleichung (2.41) fiir eine
Reihe von Fillen. Dabei wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in der Gleichung (2.41)

o = 0 gesetzt.

Berechnung von )| und G(p) fiir ¢ <2 und H = 0:

P 1
1724 (1-6%G-2)(q—4)
v 1o L A
4—g 1-62 N . P
Gu) = —2 L sign (u)| -0

3 1-—sign(p)e L
Fiir den Spezialfall § = 1 und 6 = 0 ergibt sich

of A
Gp)=d-p mit dd:f%

so daf} die Legendre-Koeffizienten g,5 analytisch berechnet werden kénnen:

(ed+1) . (ed— 1)

gos = 2d€d
3(e*(d—1)+d+1)
gis = 2d2€d
5 (e?4(d? —3d+3) — d* — 3d — 3)
92s = 2d3€d
7 (e24(d® — 6d? + 15d — 15) + d® + 6d* + 15d + 15)
Jss = 2d4ed

9 (¢*(d* — 10d° + 45d° — 105d + 105) — d* — 10d° — 45d° — 1054 — 105) .

g4s = 2d5€d
Allgemein konnen die Legendre-Koeffizienten g,

+1

/ Py (1) exp(G (1)) dp

-1

2n+1
Gns = 9
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durch analytische Integration, numerische Integration oder durch Taylorentwicklung von

1 s 1 5

exp(G(p)) # 1+ Gw) + 5 (Gw)

und anschliefende analytische Integration (vgl. BEECK AND WIBBERENZ [1986]) berechnet
werden.
Die Entwicklung in einer Taylorreihe bis zum quadratischen® Term ergibt:

+ .. (A.11)

gos = 1+%g:—§&%_%%(1+&2) <%>2 (A.12)
ne = LA () (A13
= e T st @) (A1
o — g%%_%%”#g(%f (A.15)
= G s a0 (7)o
v - ST e () e

Die Genauigkeit der Entwicklung nach Potenzen von )\H/ L 148t sich z. B. fiir den Spezialfall
¢ =1, d. h. anhand der Gleichungen (A.5)—(A.9), iiberpriifen.

Berechnung von )| und G(u) fiir ¢ = 1.5:

. §£ 1 _ 4 Hl _ 3 2 3 l
N o= s A [1+& ( 2(H{ —1) (1+H11n<1+H1>) 15(3+5H1)+H1 + 2H1>
T —2(Hy —1) (1+ HoIn H, —3(3+5H2)+H3+1H (A.18)
1—6 2 2T \1+ H, 15 2 S '
. deft H deft H
mit Hy = 4 und Hy = T3 (A.19)
Spezialfall H = 0:
6v 1
=22 A2
)\H 5 Al — 5-2 ( 0)
Aus Gleichung (A.18) ergibt sich
v _ AN
sAL =3I [...] (A.21)

!Die Legendre-Koeffizienten wurden mit dem analytischen Rechenprogramm REDUCE berechnet. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit sind hier nur die Legendre-Koeffizienten angegeben, die sich aus der Taylorrei-
henentwicklung O(mz) ergeben. Die in dieser Arbeit verwendeten Werte fiir die Legendre-Koeffizienten sind
hingegen aus einer Taylorreihenentwicklung O(x®) hervorgegangen.
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H3
G(p) =2D; | /|p| + Hsln | —=—— (A.22)
Vlpl + Hs
def . v 1 def H
i = Hy = ———— A2
mit - Dy = sien() oay T Sen (0o 57 1 sign(p)e (4.23)
H o
3
= exp(Gu) = exp (2D1/]]) | ——2— (A.24)
( ) Vul + Hs
Die Legendre-Koeffizienten g, kénnen somit analytisch? berechnet werden.
Berechnung von A\ und G(p) fiir ¢ = 2:
3v 1 1 9 1+ Hy
= S - = — 1
Al 8A[1+6<Hl 2-1—(1 Hl)n< 2B >>
1 1 oo (14 Hy
- = - A2
(o (R a9
H
G(p) = Dy 1 <‘”‘ i 3> (A.26)
Hs
Ha\ ™
= o (G = (L) (A.27)
3
Die Legendre-Koeffienten g,s kénnen somit analytisch berechnet werden.
Berechnung von A\ und G(p) fiir ¢ = 3:
3 v 1 1 1
= —— 1+ H t —
M= A Trevm T 1)arcan<\/m>
1 1 1 2
- A2
+1_&\/H_2(1+H2)arctan<\/m> 1_&2] (A.28)
G(un) = Dy ! arctan <M> (A.29)
vV H3 vV Hs
Die Legendre-Koeffienten ¢,s miissen somit numerisch berechnet werden.
Berechnung von A und G(p) fiir § = 4:
3w 1 A—2
= ——|—+———1(2 t  — 14+24%)In (A2 —A+1
Al 8A[ 6A2(1+&)<\/§arcan<\/§A>+(+ )In ( +1)
4+2(A%2 —1)In(A+1) — 64%1In (A) — 2v/3 arctan <i>>
V3
1 (avBarctan (Z22) + (14 2B%)n (B*~B+1)
6B2(1 — &) V3B
1
+2(B% —1)In(B +1) — 6B%In (B) — 2v/3arctan <ﬁ>)] (A.30)

2Es empfiehlt sich, die Berechnung mit einem analytischen Rechenprogramm wie z. B. REDUCE durch-
zufithren, da die Gleichungen fiir die Legendre-Koeffizienten g,s recht umfangreich werden.
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mit AY YH, wd BY ¥H, (A.31)

1 C — 2|yl

— D _ L

G(p) 1502 [\/§ arctan ( Nete )
VOl + 2 <1>

+1In —V3arctan [ — A.32
( NP 73 (A.32)
mit ¢ % /s, (A.33)

Die Legendre-Koeffienten g,s miissen somit numerisch berechnet werden.



Anhang B

Die stetige Differenzierbarkeit von f

Die in Gleichung (2.48) durchgefiihrte Vertauschung von Integration und Differentiation
0% f(t,x) 0?
—55—dt ) t,x)dt B.1
[HEE e e 5 e (B.1)

ist nur zulissig, wenn die Funktion f stetig ist und 92 f/0x? existiert und stetig ist, d. h.
wenn f zweimal stetig differenzierbar ist: man darf “unter dem Integral differenzieren” (siehe
FORSTER [1984], S. 84ff); in diesem Zusammenhang wird auch von der Leibnizschen Regel
gesprochen (siehe JOos UND RICHTER [1985], S. 203f.).

Fiir den Fall der Transportgleichung (2.1) ist die Losung f(¢, s, 1) nicht bekannt, so dafl
die Stetigkeit und die stetige Differenzierbarkeit nicht direkt iiberpriift werden kénnen. Den-
noch kénnen schon aufgrund der Struktur der Transportgleichung Aussagen iiber gewisse
Eigenschaften der Losung gemacht werden.

Bevor ein bemerkenswerter Satz von HORMANDER [1967] vorgestellt wird, ist es notwen-
dig, einige Begriffe, die in diesem Satz erwdhnt werden, zu erldutern. Die folgenden Defini-
tionen und Sétze sind dem Lehrbuch von JACOB [1995] entnommen:

Mit C™(2), m € Ny, wird der lineare Raum aller m-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen f : Q — C bezeichnet. Es ist C°°(£2) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren
Funktionen f: Q — C (siehe S. 26).

Satz 32.5 Sei 2 C R” eine offene Menge und p € €. Die Menge {B%JP’ s %nk,,} ist eine
Basis des Vektorraums 7),(2. Der Vektorraum 7€) heiit nach Definition 32.3 Tangentialraum
an ) im Punkt p.

Satz 32.8 Es ist X genau dann ein Vektorfeld auf €2, falls es C'°°-Funktionen a; : 2 — R
mit

- 0
Xp =) aj(p) 53— (B.2)
jZ::l 81‘j »
gibt.
Vektorfelder wirken auf C'*°-Funktionen:
Fir f € C*(Q) ist X, f € C*°(2) durch
& of(p
P (5N 0) = 3 i) 2 (B3
J

j=1
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definiert, d. h. Vektorfelder konnen als lineare partielle Differentialoperatoren erster Ordnung
interpretiert werden.
Von besonderem Interesse sind die Differentialoperatoren der Gestalt

L(z,D) =Y X} + X (B.4)
=1

mit Vektorfeldern X;, 0 <1 < m.
Unter endlich vielen iterierten Kommutatoren der Vektorfelder Xy, ..., X, ist nach Glei-
chung (34.9) folgendes zu verstehen:

lev [le’Xj2]7 [le’ [ij’XjSHa ooy [le’ [ij’ [XJ Xjk]]] (B-5)

k—17
mit j; € {0,1,...,m}.

Satz 34.7

Voraussetzung;:

Fiir alle Punkte = € Q gibt es eine endliche Anzahl M = M (x) iterierter Kommutatoren der
Vektorfelder X, ..., X, die zusammen mit { Xy, ..., X;,, } jeweils den Raum T, aufspannen.

Behauptung:
Dann ist der Operator L(x, D) aus der Gleichung (B.4) in Q hypoelliptisch, d. h. u muf} eine
C*°-Funktion in jeder offenen Menge (2 sein, in der L(x, D)u eine C'*°-Funktion ist.

Beweis:

Siehe HORMANDER [1967]; JACOB [1995], S. 298ff.

Gelingt es, die Transportgleichung in der Form

L(:U?D)f = Q(tv's’”) (Bﬁ)

zu schreiben, wobei angenommen wird, daf§ die Quellfunktion ¢(¢, s, ) eine C°°-Funktion
ist, was z. B. fiir die homogene Transportgleichung ¢(¢, s, ) = 0 trivialerweise erfiillt ist, so
kann bei erfiillter Voraussetzung des Satzes 34.7 gezeigt werden, daf die Losung f(¢, s, u) der
Differentialgleichung eine C'*°-Funktion ist.

Zunichst ist die Transportgleichung in die Gestalt des Differentialoperators aus der Glei-
chung (B.4) zu iiberfiihren:

0 N N of | of
—Cr1— [ (1 —p*)=— 1—p*)== = 4 = = B.
018u<( u)aﬂ>+()2( “)8u+03“as = =0 (B.7)
O f Cs of Cs of 10f
S e (2 G m0 ) GG - g =0 (39
Koordinatentransformation: 4 = —x 4+ 1 und Multiplizieren mit z

2 _ _
N x28f <2$1 1‘+@ 2>8f Cs 1—z0f 1 =z Of

o \Mra o) ot aes araa 0



217

d\? l—z  Cy , af C3 1—zdf 1 =z of
= (3:%> f—1—<2x2_$—|—aaz —x)———:n—————— 0 (B.10)

Vergleich mit der Gleichung (B.4) liefert:

def l—z Cy 0 (C3 1-x20 1 = 0
Xo = < e w)(%c C\'2 205 Ci2—_zot (B.11)

Xl = XT= (B.12)
Fir x = 0, d. h. g = 1, verschwinden die Vektorfelder Xy und X; identisch. Es bleibt zu

iiberpriifen, ob einer der iterierten Kommutatoren diese “Liicke” schliefSen kann. Bildet man
zunéchst den Kommutator von Xg und Xy, so folgt:

2—-z)2 Oy 2—z (2—-2)2)0s C1(2—x)%0t

B.13)

(X0, X1] = < B + o

Auch dieses Vektorfeld verschwindet fiir x = 0, und es wird ersichtlich, dafl auch weitere
iterierte Kommutatoren keine Abhilfe schaffen. Dasselbe Problem ergibt sich fiir den Punkt
u = —1, wobei in der oben angegebenen Rechnung die Koordinatentransformation: p = x —1
anzuwenden ist.

Der Satz 34.7 ist in den Punkten g = 41 nicht erfolgreich anzuwenden. Betrachtet man
jedoch die Losung der vereinfachten Transportgleichung mit Cy = C3 = 0, wie sie in Glei-
chung (2.37) vorgestellt wird, so scheint es keine Probleme in den Punkten p = 41 zu geben.
Den gleichen Eindruck erhilt man, wenn man die stationére Losung fiir konstante Ausbrei-
tungsbedingungen (siehe Gleichung (2.40)) betrachtet.

Erfolgreicher ist der Satz 34.7 hingegen in dem Punkt z = 1, d. h. g = 0, anzuwenden, da
hier das Vektorfeld des Kommutators den vollstdndigen Tangentialraum aufspannt und nicht
wie das X(-Vektorfeld seine 0/9s-Komponente einbiifit.

Mit dem Satz 34.7 kann somit bis auf die Punkte y = +1 gezeigt werden, dal f eine
C°°-Funktion ist.

Fiir den allgemeinen PWSK aus der Gleichung (2.21) gibt es jedoch Probleme mit dem
Punkt ;x = 0, da zum einen die Betragsfunktion im Nullpunkt nicht differenzierbar ist und
zum anderen fiir § > 1 und H = 0 der Differentialoperator wie schon in den Punkten y = £1
entartet. Zudem ergibt die sign-Funktion fiir & # 0 eine zusétzliche Schwierigkeit.

Nach dem Satz 32.7 miissen aber die a;-Funktionen beliebig oft differenzierbar sein. Man
erkennt schon an der stationéren Losung fiir konstante Ausbreitungsbedingungen (siehe Glei-
chung (2.40)), dal die Losung in dem Punkt g = 0 im allgemeinen nicht stetig differenzier-
bar ist. Da bei der numerischen Losung jedoch nur die a;/o-Koeffizienten nach der Glei-
chung (3.66) eingehen, die den vorgegebenen Verlauf des PWSK nach Gleichung (2.21) bereits
hervorragend approximieren, wie aus der Abbildung 3.8 hervorgeht, soll hier angenommen
werden, daf} die a;/o-Koeffizienten von einem &quivalenten PWSK stammen, der auch in
dem Punkt p = 0 stetig differenzierbar ist und keine Nullstelle aufweist.



Anhang C

Stabilitat des p-Transportes

Im folgenden wird ein Vergleich des Samarskij-Verfahrens mit dem Il’in-Verfahren und die
Analyse ihres Stabilitéitsverhaltens durchgefiihrt, da mir keine Literatur bekannt ist, auf
die ich in diesem Zusammenhang verweisen konnte. Lediglich das sehr spezielle Buch von
WINDISCH [1989] erwihnt das Problem auf S. 79, ohne es jedoch ausfiihrlich zu erértern.
Betrachtet man das folgende invers-monotone kontinuierliche Randwertproblem!

0

9 %
ox

[b(:n)y - D(w)ax] = f(x), xz € (0,1) (C.1)

y(0) =0, y(1) =0

so fithrt eine Diskretisierung auf den inneren Gitterpunkten mit einer Drei-Punkte-Approxi-
mation zu einem linearen Gleichungssystem der Gestalt

Ay =f (C.2)

mit y = (yl,...,yN_l)T mit N €N
f = (flv"'»fN—l)T

und einer Koeffizientenmatrix A mit Tridiagonalgestalt.

Wichtig fiir die Stabilitdtsuntersuchung ist, ob die Koeffizientenmatrix A eine M-Matrix
ist (vgl. WINDISCH [1989], S. 63ff.). Soll die inverse Monotonie? des kontinuierlichen Rand-
wertproblems ins Diskrete iibertragen werden, so mufl die Matrix A eine nichtsinguléire M-
Matrix sein. Die Stabilitdt des Verfahrens ist dann gewéhrleistet.

Es seien zunéchst einige Definitionen und ein Theorem aus WINDISCH [1989] vorangestellt:

'Der p-Transport ergibt sich durch die folgende Wahl

.2
b(z) Lof 12Lx und D(x) e %

im Wertebereich z € [-1,1].
2Invers-monotone Operatoren werden in der Literatur auch als invers-isotone Operatoren bezeichnet (pri-
vate Mitteilung, WINDISCH, 01.03.1996).
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Definition 1.1
Eine Matrix A = (a;;) wird als schwach zeilen-diagonaldominant bezeichnet, wenn

lasi| > lag| i,j €0,1,...,N] (C.3)
J#
und fiir mindestens ein 7 die strikte Ungleichung erfiillt ist.

Ist AT schwach zeilen-diagonaldominant, dann wird A als schwach spalten-diagonaldomi-
nant bezeichnet.

Definition 2.3
Eine Matrix A = (a;;) heifit nichtsinguldre M-Matriz, wenn

det(4) #0, A7 =(a;;) >0 und a; <0 Vi (C.4)

Definition 2.9
Eine Matrix A = (a;;) heifit L-Matriz, wenn

ai; >0 VieN und Qgj <0 Wi 75] (05)

Aus Theorem 2.4 folgt unmittelbar: Jede nichtsinguldre M-Matrix ist eine L-Matrix. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Sei ferner A = (a;;) eine Tridiagonalmatrix, d. h. a;; = 0 fur |i — j| > 2. Die Matrix A
ist irreduzibel, wenn fiir die Nebendiagonalelemente a;;, i # j die strikte Ungleichung a;; < 0
erfiillt ist.

Theorem 2.22
Sei A eine irreduzible L-Matrix, die schwach zeilen- oder spalten-diagonaldominant ist. Dann
ist A eine nichtsinguldre M-Matrix.

Betrachtet man nun die i-te Zeile der Koeffizientenmatrix des Samarskij-Schemas?

bi—1/2 ai—1/2
ii-1 = T — Xi—1/27 A 3 C.6
Qji—1 Az Xi—1/2 (Ax)g ( )

bivi2 ai—1/2 . Qit1/2
@i = A + Xi—l/QW + Xi+1/2w (C.7)
- Ait1/2

Uiyl = —Xi+1/2ﬁ (C.8)

. def . def bAZ
mit Xip1/2 = Pip1/2 (coth(piy1/e) — sign(bii)2)) Pit1/2 =

2G;11)/2
so ist sofort zu erkennen, daf} die Koeffizientenmatrix eine irreduzible L-Matrix ist. Ist zusétz-
lich noch eine Diagonaldominanz beziiglich der Spalten bzw. Zeilen nachzuweisen, so ist die

3Im allgemeinen Fall ist Qit1/2 = Qip1y2 und biyi/o = BiH/Q zu setzen. Fiir den p-Transport gilt jedoch
wegen des Separationsansatzes a;11,2 = (1 — xf+1/2)di+1/2 und b; 11,0 = (1 - xf+1/2)5i+1/2.



220 ANHANG C. STABILITAT DES ;u-TRANSPORTES

entsprechende Koeffizientenmatrix nach Theorem 2.22 eine nichtsinguldre M-Matrix, und das
Verfahren ist somit stabil.
Die Uberpriifung, ob schwache Diagonaldominanz beziiglich der Spalten besteht, fithrt zu
der Ungleichung
bit1/2 — bi1/2

- >0 (C.9)

die nur fiir b'(x) > 0 erfiillt ist.*
Es 148t sich hingegen schwache Diagonaldominanz beziiglich der Zeilen der Koeffizienten-
matrix A nachweisen, womit gezeigt ist, dafl das Verfahren stabil ist.

Betrachtet man die Grenzfélle fiir verschwindende Konvektion b(x) und Diffusion D(x),
so zeigt sich folgendes Verhalten:

1. Im Fall verschwindender Konvektion b(z) ergibt sich dieselbe Differenzenapproximation,
wie in Gleichung (3.47) beschrieben, da

%iﬂ(l) pit1y2 (coth(pii1/s) — sign(bity ) =1 (C.10)

2. Im Fall verschwindender Diffusion D(x) ergibt sich das first-order-upwind- bzw. donor-
cell-Verfahren, wie in den Gleichungen (3.39) und (3.40) beschrieben, da

lim  p;iq QM (coth(p- 1/2) — sign(bjq 2)) =0 (C.11)
_ 0 i+1/ (Al‘)2 i+1/ i+1/

Ajp1/27—

Bildet man die i-ten Zeilen der Koeffizientenmatrix des I1’in-Schemas analog zu denen des
Samarskij-Schemas, so folgt:

bi—1/2 - ai—1/2
Qij—l = =T Xi—l/ZW (C.12)
bi+1/2 - bi—1/2 - ai—1/2 . Ait1/2
i = o T Xi—127n g T Xit1/2 7 o 1
i 2Bz VA T2 (a2 (C.13)
bivi2 Ait1/2
ip1 = G- Xi+1/2w (C.14)
o~ def def DAZ
mit  Xip1/2 = pPir1/2coth(pipie)  pivije = Dir1)s

Die Forderung nach irreduzibler L-Matrizeneigenschaft bedingt die Einhaltung der Un-
gleichung a; ;41 < 0. Das II'in-Schema ist aber durch die Einfithrung von kiinstlicher Diffusion
so konstruiert, dafl es diese Bedingungen erfiillt.

Wie schon fiir das Samarskij-Schema 148t sich auch fiir das Il'in-Schema schwache Dia-
gonaldominanz beziiglich der Zeilen der Koeffizientenmatrix A nachweisen. Das II'in-Schema
ist somit stabil.

Betrachtet man die Grenzfille fiir verschwindende Konvektion b(z) und Diffusion D(x),
so zeigt sich dasselbe Verhalten wie fiir das Samarskij-Schema:

“Das urspriingliche Samarskij-Verfahren ([SAMARSKILI, 1984], S. 123) erhilt man mit ' (z) = 0.
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1. Im Fall verschwindender Konvektion b(x) ergibt sich dieselbe Differenzenapproximation,
wie in Gleichung (3.47) beschrieben, da

Il)iﬂ(l) Piv1/2 coth(piyiy2) =1 (C.15)

2. Im Fall verschwindender Diffusion D(x) ergibt sich das first-order-upwind- bzw. donor-
cell-Verfahren, wie in den Gleichungen (3.39) und (3.40) beschrieben, da

. Qit1/2 1bi11/2]
&Hlll/lzl_)o Pi+1/2w coth(p;y12) = AL (C.16)

Zum Schluf} soll noch darauf hingewiesen werden, dafl aus der nichtsinguldren M-Matrizen-
eigenschaft der Koeffizientenmatrix A des elliptischen Operators unmittelbar (vgl. WINDISCH
[1989], S. 90ff.) die nichtsingulére M-Matrizeneigenschaft der Koeffizientenmatrix B aus der
Gleichung (3.36) des u-Transportes (parabolisches Problem) folgt.



Anhang D

Die stationire Anisotropie &g

In diesem Anhang sind entsprechend der Abbildung 6.2 stationdre Anisotropien &ig fiir die
Sonnenwindgeschwindigkeiten vg, = 200 km/s (Abbildung D.1), vg, = 300 km/s (Abbil-
dung D.2), vgw = 500 km /s (Abbildung D.3) und v, = 600 km/s (Abbildung D.4) dargestellt.
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O \\\\i\\\\i\\\\i\\\\i\\\\i\\\\i\\\\i\\\\i\\\\
02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

r /AU

Abbildung D.1: Die stationdre Anisotropie €15 ist fiir unterschiedliche als konstant angenom-
mene radiale mittlere freie Wegléngen A, iiber dem radialen Abstand auf-
getragen. Die Abstufung der radialen mittleren freien Weglédngen erfolgt in
Schritten von 0.05 AU mit einem minimalen Wert von A, = 0.05 AU (untere
durchgezogene Kurve) und einem maximalen Wert von A\, = 0.5 AU (obere
gestrichelte Kurve). Die Sonnenwindgeschwindigkeit betrigt vsy, = 200 km/s;
der PWSK hat die Parameter ¢ = 1.6, H =0 und 6 = 0.
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Abbildung D.2: Die stationére Anisotropie £15 ist fiir unterschiedliche als konstant angenom-
mene radiale mittlere freie Weglédngen A, iiber dem radialen Abstand auf-
getragen. Die Abstufung der radialen mittleren freien Wegléngen erfolgt in
Schritten von 0.05 AU mit einem minimalen Wert von A, = 0.05 AU (untere
durchgezogene Kurve) und einem maximalen Wert von A\, = 0.5 AU (obere
gestrichelte Kurve). Die Sonnenwindgeschwindigkeit betréigt vsy, = 300 km/s;
der PWSK hat die Parameter § = 1.6, H =0 und ¢ = 0.
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Abbildung D.3: Die stationéire Anisotropie &1 ist fiir unterschiedliche als konstant angenom-
mene radiale mittlere freie Wegléngen A, iiber dem radialen Abstand auf-
getragen. Die Abstufung der radialen mittleren freien Weglédngen erfolgt in
Schritten von 0.05 AU mit einem minimalen Wert von A, = 0.05 AU (untere
durchgezogene Kurve) und einem maximalen Wert von A\, = 0.5 AU (obere
gestrichelte Kurve). Die Sonnenwindgeschwindigkeit betrigt vsy, = 500 km /s;
der PWSK hat die Parameter ¢ = 1.6, H =0 und 6 = 0.

1
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Abbildung D.4: Die stationére Anisotropie &1 ist fiir unterschiedliche als konstant angenom-
mene radiale mittlere freie Weglédngen A, iiber dem radialen Abstand auf-
getragen. Die Abstufung der radialen mittleren freien Wegléngen erfolgt in
Schritten von 0.05 AU mit einem minimalen Wert von A, = 0.05 AU (untere
durchgezogene Kurve) und einem maximalen Wert von A\, = 0.5 AU (obere
gestrichelte Kurve). Die Sonnenwindgeschwindigkeit betréigt vsy, = 600 km/s;
der PWSK hat die Parameter § = 1.6, H =0 und ¢ = 0.



Anhang E

Die solaren Ereignisse

Allgemeine Bemerkungen zu den Tabellen:

e Der radiale Abstand r von der Sonne wird zu Beginn des Ereignisses gemessen.

e Die Sonnenwindgeschwindigkeit vy, ist als Mittelwert iiber das gesamte Ereignis zu
verstehen. Der Wert in Klammern gibt die Sonnenwindgeschwindigkeit zu Beginn des
Ereignisses an.

Die Werte der radialen mittleren freien Weglénge A, sind in AU (AU = Astronomical
Unit; ~ 150-10% km) angegeben und sind alle fiir einen PWSK mit ¢ = 1.6, H = 0 und
6 = 0 bestimmt worden.

Der gos-Koeffizient ist proportional zur Anzahl/(MeV-sr-cm?). Das Vorzeichen der Ani-
sotropie erster und dritter Ordnung ist an die Richtung des mittleren Magnetfeldes
gekoppelt. Stromen die Teilchen in Richtung des Magnetfeldes, so ist die Anisotro-
pie positiv. Zum Vergleich mit den Lésungen der Transportgleichung sind die Betrége
der Anisotropie erster und dritter Ordnung zu verwenden. Die Bestimmung der Ani-
sotropie vierter Ordnung {45 ist aus mefitechnischen Griinden unvollsténdig (siehe Ab-
schnitt 6.1); von einer Auswertung wird daher abgeraten.

Die aufgefiihrten Schocks stammen aus der Schockliste von R. Schwenn (private Mit-
teilung).

E.1 22. Dezember (doy 356) 1974 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.973 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 550 (616) km/s
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A~

Kanal 9gos Sls §2s §3s §4s )\r q o
P4 0.045 -0.674 0.246 -0.016 - 0.450 - -
P13 0.001 -0.622 - - - 0.425 - -

E.2 25. Dezember (doy 359) 1974 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.966 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 450 (486) km/s
Kanal 9os éls 525 535 545 >\r (j o
E03 0424 -0.083 0.038 - - 0.050 - -

E.3 28. Juli (doy 209) 1975 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.860 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 550 (539) km/s

Schock: doy 210.9583
Kanal gos gls 525 535 545 /\r (j o
E03 189.800 0.210 0.047 -0.040 0.012 0.125 1.35 0.3
E08 3.545 0.223 0.042 -0.035 0.008 0.125 1.35 0.2
P4 1.378 0.443 0.120 -0.061 -0.043 0275 1.35 0.2 «1
P13 0.151 0.371 0.077 -0.085 0.022 0.225 1.50 0.2
P27 0.041 0.338 0.014 -0.068 0.040 0.200 - - X2
A2 0.689 0.634 0.207 -0.042 - 0.400 1.35 0.2
A4 0.099 0.579 0.144 -0.090 -0.057 0.375 1.50 0.1
A13 0.009 0.553 0.055 -0.123 - 0.350 - - %2

*1: Der Kanal ist durch iibersprechende Elektronen kontaminiert.
*2: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.

E.4 1. August (doy 213) 1975 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.829 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (414) km/s
Kanal 9os éls 525 535 545 /\r Cj o
E03 6.164 -0.274 0.059 0.051 0.002 0.125 1.45 0.3
P4 0.032 -0.801 0.402 -0.069 0.060 0.400 - -

E.5 28. Mirz (doy 88) 1976 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.495 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (379) km/s
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Kanal 9gos gls 625 535 545 )\r q o

EO03 34.21 -0.582 0.227 0.100 -0.070 0.225 150 04

EO08 0.770 -0.573 0.196 0.129 -0.106 0.225 1.60 04

P4 1.003 -0.659 0.251 0.128 -0.083 0.250 1.56 04

P13 0.074 -0.677 0.280 0.153 -0.200 0.250 1.656 —

P27 0.013 -0.730 0.233 0.092 -0.019 0.275 - - %1
A2 0.294 -0.597 0.225 0.086 0.039 0.225 150 04

A4 0.027 -0.741 0.270 0.173 -0.201 0.275 1.65 04 «1

*1: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.

E.6 30. April (doy 121) 1976 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.419 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 450 (319) km/s

Kanal 9os gls 525 535 545 >\r qA o
E03 5.377 -0.058 0.032 -0.042 - 0.025 - -
E08 0.318 -0.109  0.006 - - 0.025 - - %1
P4 0.165 -0.075 0.007 0.028 — 0.025 - - %2
P13 0.022 -0.113 -0.052 - - 0.050 - - %1
P27 0.0056 -0.132 - - - 0.050 - - %1

*1: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof3.

*2: Der Kanal ist durch iibersprechende Elektronen kontaminiert.

E.7 6. Dezember (doy 340) 1977 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.754 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (319) km/s

Kanal gos gls 625 §3s §4s )\r d o
E03 0.589 -0.464 0.185 0.060 - 0.200 - -
P4 0.032 -0.616 0.480 -0.241 0.021 0.300 - -
E.8 13. Februar (doy 44) 1978 HELIOS 1
Radialer Abstand: 0.953 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (402) km/s
Schock: doy 46.0625
Kanal gos gls 525 535 545 >\r q o
E03 1268 -0.090 - - - 0.050 - - %1
P13 5.146 -0.191 - - - 0.100 - -
p27 0.248 -0.198 - - - 0.100 - -

*1: Der Kanal ist durch iibersprechende Protonen kontaminiert.
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Bemerkung: Das Ereignis ist stark schockbeeinfluf}; nur eingeschrinkt auswertbar!

E.9 11. April (doy 101) 1978 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.474 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 500 (476) km/s

Kanal 9os gls 525 535 545 >\r qA o
E03 19.180 -0.038 0.025 -0.005 0.001 0.025 — -
EO08 0.741 -0.054 -0.002 0.001 - 0.025 — -

E.10 11. April (doy 101) 1978 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.487 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 500 (439) km/s
Kanal 9os gls 525 535 545 >\r qA o
E03 71.950 -0.050 -0.004 0.009 -0.001 0.025 - -
EO8 2.671 -0.077 -0.012 0.000 0.011 0.025 - -
P13 0.272 -0.075 0.010 0.004 -0.007 0.025 - -
P27 0.067 -0.086 0.010 0.030 0.011 0.025 — -
A2 0.117 -0.084 0.021 - - 0.025 - -

E.11 23. Mai (doy 143) 1979 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.370 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (454) km/s
Kanal 9gos éls 525 535 545 /\r (j o
P4 0.094 -0.652 0.303 -0.011 -0.176 0.200 - -
P13 0.002 -0.636 0.379 - - 0.200 - -
A2 0.584 -0.949 0.462 -0.014 0.026 0.300 - -
A4 0.022 -0.718 0.355 - - 0.225 - -

E.12 27. Oktober (doy 300) 1979 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.562 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 250 (265) km/s
Kanal 9gos Sls 625 535 545 )\r d o
E03 1.738 0.537 0.175 0.027  0.020 0.175 - -
P4 0.106 0.788 0.566 0.099 -0.273 0.275 - -

P13 0.009 0.790 0.367 - - 0275 - -



E.13. 27. OKTOBER (DOY 300) 1979 HELIOS 2

E.13 27. Oktober (doy 300) 1979 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.403 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (346) km/s
Kanal gos gls 625 535 545 )\r d o
P13 0.007 -0.230 0.128 0.023 0.069 0.075 - -

E.14 27. November (doy 331) 1979 HELIOS 2

Radialer Abstand: 0.484 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (350) km/s

Kanal 9os gls 525 §3s §4s )\r d o
E03 4.783 -0.067 -0.002 -0.021 0.000 0.025 - - %l
P4 0.188 -0.230 0.049 -0.026 - 0.075 - -

*1: Der Kanal ist durch iibersprechende Protonen kontaminiert.

E.15 19. Dezember (doy 353) 1979 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.604 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 300 (287) km/s
Kanal 9os éls 525 535 545 >\r q o
E03 388.976 -0.195 -0.002 0.010 0.011 0.075 - -
E08 18.292 -0.207 -0.008 0.020 0.000 0.075 - -
A2 0.255 -0.364 0.038 0.016 -0.101 0.150 - -
A4 0.033 -0.346 0.072 -0.006 - 0.150 - -

*1: Das Ereignis wird im Maximum durch eine Datenliicke unterbrochen.

*2: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof3.

E.16 25. Mirz (doy 85) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.911 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (328) km/s
Kanal gos éls 525 535 545 Ar qA o
E03 2.660 0.436 0.046 -0.219 -0.002 0.200 - -
E08 0.119 0.327 0.297 - - 0.150 - -
P4 0.154 0.594 0.128 -0.113 -0.010 0.300 1.5 0.2
P13 0.020 0.523 -0.077 -0.177 - 0.250 — -
P27 0.003 0.521 - - - 0.250 - -

*1
*1
*2
*2
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E.17 26. April (doy 117) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.654 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (407) km/s

Kanal 9gos Sls 625 535 545 )\r d o
E03 3.842 0.202 - - - 0.100 - -
P4 0.084 0360 - - - 0175 - -
P13 0.003 0520 - - - 0.250 - - %1

*1: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.

Bemerkung: Die Plasmadaten weisen auf Stérungen der Magnetfeldtopologie hin; nur ein-
geschriankt auswertbar!

E.18 21. Mai (doy 142) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.345 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (316) km/s
Schock: doy 143.8729
Kanal 9gos Sls 625 §3s 545 )\r q o
E03 6.683 0.033 0.024 -0.024  0.005 0.025 - -
E08 0.347 0.043 0.037 0.007 -0.002 0.025 - -
P4 0.335 0.291 0.116 -0.057 -0.029 0.075 1.55 0.5
Bemerkung: Das Ereignis hat Mehrfachinjektionen.
E.19 28. Mai (doy 149) 1980 HELIOS 1
Radialer Abstand: 0.310 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 250 (239) km/s
Kanal gos Sls 525 535 §4s )\r d o
E03 460.786 -0.606 0.244  0.043  0.017 0.150 145 04
E08 10.371  -0.570 0.064 0.140 0.049 0.150 1.65 0.2
P4 3.525 -1.253 1.035 -0.492 0.113 0.350 - - %1
P13 0.136 -1.250 0.862 -0.264 0.145 0.350 1.5 04
P27 0.020 -1.210 - - - 0.325 - - %x2
A2 7472 -1.372 1.151 -0.546 0.207 0.400 1.5 0.3
A4 0.538 -1.316 1.033 -0.469 -0.073 0.375 1.5 04

A13 0.025 -1.201 - - - 0.325 - -

*1: Der Kanal ist durch iibersprechende Elektronen kontaminiert.

*2: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.



E.20. 21. JUNI (DOY 173A) 1980 HELIOS 1 233

E.20 21. Juni (doy 173a) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.545 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (425) km/s
Kanal gos éls 525 535 545 Ar Cj o
P4 17390 0490 - - - 0.225 - - %1 %2
P13 0938 0.507 - - -~ 0.225 - - X2
P27 0.184 0.469 - - = 0.200 - - %2

x1: Fehlerhaftes Ergebnis durch Uberlaufen des Zihlers.

*2: Das Ereignis wird zu Beginn durch eine Datenliicke unterbrochen.

Bemerkung: Kurz vor dem Ereignis ist eine CME iiber den Beobachter hiweggelaufen; nur
eingeschriankt auswertbar!

E.21 21. Juni (doy 173b) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.545 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (425) km/s
Kanal gos gls 525 535 §4s )\r q o
E03 163.400 0.232 0.100 -0.019 -0.020 0.100 1.25 0.5
EO08 3.372  0.308 0.130 -0.051 -0.023 0.125 140 0.5
P4 0.383 0.387 0.112 -0.022 -0.036 0175  — -

Bemerkung: Das Ereignis hat einen hohen Untergrund.

E.22 6. August (doy 219) 1980 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.932 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (328) km/s

Kanal 9os éls 525 535 545 /\r Cj o
E03 929.7 0209 - - - 0.100 - -
P4 122.6 0.348 - - - 0.175 - -
P13 11.65 0.343 - - - 0.175 - -
P27 1.742 0.312 - - — 0.150 - -

Bemerkung: Das ereignis ist von starken Stérungen im Magnetfeld begleitet; nur einge-
schrénkt auswertbar!



234 ANHANG E. DIE SOLAREN EREIGNISSE

E.23 10. Juni (doy 161) 1981 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.317 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 300 (236) km/s
Kanal gos éls 525 535 545 Ar Cj o
E03 5.392 -0.226 0.101 0.047 -0.019 0.060 145 04
EO08 0.145 -0.288 - - - 0.075 - - %1

*1: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.

E.24 18. Juni (doy 169) 1981 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.330 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (411) km/s
Schock: doy 170.0451
Kanal 9gos Sls 625 §3s 545 )\r q o
E03 0.157 -0.173 0.155 -0.005 -0.123 0.050 - !

*x1: Der statistische Fehler der Zahlraten fiir diesen Kanal ist grof.

Bemerkung: Die Dateniiberdeckung betrigt nur ~75%.

E.25 19. November (doy 323) 1981 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.641 AU

Sonnenwindgeschwindigkeit: 400 (387) km/s

Schock: doy 324.0375

Schock: doy 324.5243
Kanal gos gls 525 535 545 >\r Cj o
E03 41.260 -0.348 -0.015 0.060 0.149 0.175 - - %1
P4 8.150 -1.063 0.306 0.075 -0.039 0.550 1.50 -0.2
P13 0.697 -0.915 0.169 0.164 -0.038 0475 1.65 -0.2 1
A2 0.289 -0.888 0.632 0.059 — 0.475 - -
A4 0.031 -1.254 0.484 0.048 - 0.650 - -

*1: Es befindet sich eine Datenliicke am Anfang des Ereignisses.

Bemerkung: Die geringe Anisotropie &g 148t darauf schlieflen, dafl die Magnetfeldtopologie
gestort zu sein scheint. In den Magnetfeld- und Plasmadaten ist hierfiir aber kein Hinweis zu
finden. Das Ereignis wird daher in die Auswertung mit aufgenommen.
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E.26 20. November (doy 324) 1981 HELIOS 1

Radialer Abstand: 0.624 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 500 (582) km/s
Schock: doy 324.0375
Kanal gos gls 525 535 545 Ar qA o
E03 16.374 -0.058 -0.002 -0.003  0.005 002 - -
EO08 0.287 -0.051 0.005 -0.057 -0.008 0.025 - -
E.27 5. Dezember (doy 339) 1981 HELIOS 1
Radialer Abstand: 0.436 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 350 (344) km/s
Kanal 9gos gls 625 535 545 )\r d o
EO03 5.450 -0.002 0.014 0.005 -0.009 0.025 - -
E.28 3. Februar (doy 34) 1983 HELIOS 1
Radialer Abstand: 0.623 AU
Sonnenwindgeschwindigkeit: 500 (524) km/s
Kanal gos gls 525 535 545 Ar q o

EO03 24.251 -0.067 -0.015 0.000 0.002 0.025 - -
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Manchmal ist dies leider nicht auf persénlichem Wege mdoglich. Ich habe mit Herrn Dr.
David Ruffolo weit iiber hundert E-Mails {iber den Computer ausgetauscht, da sich sein
Arbeitsplatz an der Chulalongkorn Universitdt Bangkok, Thailand, befindet. Trotz dieser
groflen geographischen Distanz hat sich eine fruchtbare Zusammenarbeit entwickelt, die auf
gegenseitigem Vertrauen basiert. Ich bin Dr. David Ruffolo zu aufrichtigem Dank verpflichtet
dafiir, dafl er bereit gewesen ist, mit mir seine Arbeiten derart ausfiihrlich zu diskutieren.

Ein weiterer Kontakt zu einem Wissenschaftler iiber tausende von Kilometern hat sich
iiber meinen wissenschaftlichen Lehrer zu Herrn Dr. J. W. Bieber am Bartol Research Insti-
tute of the University of Delaware in Newark, USA, ergeben. Ohne die Vorveroffentlichung
einer seiner Arbeiten wire meine Arbeit in eine andere Richtung gegangen und damit auch
auf weniger Aufmerksamkeit innerhalb der eigenen Gruppe gestoflen. Ich danke Herrn Dr.
J. W. Bieber dafiir, dafl er mit einem Neuling, wie ich einer gewesen bin, seine Gedanken
geteilt hat.

Als sehr hilfreich erweist es sich immer, seine wissenschaftlichen Gedanken mit einem
theoretischen Physiker diskutieren zu kénnen. Sowohl Dipl.-Phys. Meinhard Kneller aus auch
Dr. Joachim Schmidt waren immer bereit, mich an ihrem fundierten theoretischen Wissen
teilhaben zu lassen. Dabei habe ich besonders mit Joachim Schmidt iiber sehr abstrakte
Zusammenhénge gesprochen, die sich hiufig genug auch auf andere Gebiete als nur auf die
Physik ausgeweitet haben.

Weiteren Beistand habe ich bei den Mathematikern gefunden, die sich nicht gescheut
haben, auch einem Physiker zuzuhoéren und in der Problematik der Anwendung Rat zu er-
teilen. Besonders mdchte ich dabei Herrn Dipl.-Math. Jens Burmeister hervorheben. Er hat
sich sehr darum bemiiht, sein Wissen in der Numerik partieller Differentialgleichungen mit-
zuteilen, und dabei versucht, auch die physikalischen Aspekte eines Problems nicht aus den
Augen zu verlieren. Uber ihn erhielt ich eine Einladung zu einem Vortrag im Oberseminar
der Arbeitsgruppe um Herrn Prof. Dr. W. Hackbusch, die ich gerne angenommen habe.

Die Herren Prof. Dr. D. Miiller, Dr. habil. G. Windisch und Prof. Dr. H. Koénig waren
ebenfalls bereit, mir zuzuh6ren und mich zu unterstiitzen. Sie haben dabei einen Beitrag zum



interdisziplindren Gedankenaustausch geleistet, fiir den ich ihnen dankbar bin.

Da ich die Daten eines Experimentes ausgewertet habe, das schon vor vielen Jahren
gestartet worden ist, will ich die Personen nicht ungenannt lassen, die dieses Experiment
erst ermoglicht haben. Ich moéchte dabei besonders der Kieler Gruppe um den technischen
Leiter Herrn Dipl.-Phys. H. Kunow danken. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob ich die Personen
personlich kennengelernt habe oder nicht. Das gleiche gilt fiir die Gruppe um Herrn Prof. Dr.
F. Neubauer der Universitat Braunschweig, deren Magnetfelddaten ich verwendet habe, und
fiir Herrn Dr. habil. R. Schwenn, der uns freundlicherweise die Plasmadaten zur Verfiigung
gestellt hat.

Und da eine wissenschaftliche Gruppe nicht nur aus einer funktionstiichtigen technischen
Abteilung besteht, mochte ich mich ausdriicklich auch bei all den anderen Mitgliedern meiner
Arbeitsgruppe bedanken, die mir mit wissenschaftlichem Rat zur Seite gestanden und mir in
den praktischen Dingen des Alltags geholfen haben.

Ganz besonderen Dank mochte ich Dipl.-Phys. Ole Vanhofer fiir seine tatkriftige Un-
terstiitzung aussprechen. Ich konnte mich immer vollstdndig auf ihn verlassen und bin der
Uberzeugung, dafl er fiir zukiinftige Arbeitgeber einen Gewinn darstellt.

Meinem Freund Dipl.-Ing. Malte Bitterling méchte ich fiir die Geduld danken, mit der
er sich wihrend der gemeinsamen Mittagessen die Tiicken der Numerik angehort hat. Jeder,
der selbst programmiert hat, weifl, wie erbarmungslos Computer sein kénnen und wie schén
es ist, sich mit Menschen dagegen zu solidarisieren.

Mein Dank gilt ebenso meinem Freund Dipl.-Phys. Jan-Peter Schulz und meiner Frau
Anja, die mich wihrend des Schreibens sehr unterstiitzt haben und bereit waren, mit mir
den Kampf gegen die Tippfehler aufzunehmen.

Last but not least mochte ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft dafiir danken, dafl
sie meine Arbeit aus dem Projekt Wi 259/8 unterstiitzt hat. Ich hoffe, dafi die Grundlagen-
forschung auch in Zukunft von der Gesellschaft geférdert wird, da diese einen wesentlichen
Beitrag zum kulturellen Fortschritt unseres Landes leistet.



